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Predgovor

Sdrzaj rukopisa predstavlja gradivo predvideno za izlaganje u okviru
predmete Konacno dimenzionalni vektorski prostori.

Konaé¢no dimenzionalni vektorski prostori (u ovom sluc¢aju nad pol-
jem C) predstavljaju prirodni nastavak materije koja je obradena u
predmetu Linearna algebra. Neki delovi teksta su od interesa studen-
tima fizike ili tehnike. Za kompletno razumevanje teksta neopohodno
je vladanje osnovnim pojmovima linearne algebre.

U ovom trenutku tekst nije kompletan. Konstantno se radi na
poboljsanju materijala namenjenog studientima. Studenti su u obavezi
da konsultuju dodatnu literaturu, koja je navedena u spisku referenci.
Obavezno posetiti bilioteku Fakulteta.
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Glava 1

Redukcija operatora

1.1 Linearni operatori,
matrica linearnog operatora

[zucavanje konacno dimenzionalnih vektorskih prostora usko je poveza-
no sa izucavanjem linearnih operatora na tim vektorskim prostorima.
Neki rezultati vaze za vektorske prostore nad proizvoljnim poljem. U
pogledu primena, kao i sa aspeta razvijenosti same teorije, najvazniji su
vektorski prostori nad poljima C i R. Pri tome treba biti obazriv: nije
obavezno da vaze isti rezultati za realne i kompleksne vektorske pros-
tore. Nadalje ¢e vektorski prostori biti kompleksni, ukoliko specijalno
ne naglasimo da se radi o realnim prostorima.

Neka je V' vektorski prostor nad C. Skup B C V je (algebarska,
Hamelova) baza prostora V', ako za svako x € V' postoji jedinstven broj
n € N, jedinstveno odredeni vektori ey, ..., e, € B i jedinstveni brojevi

n
x1,..., 2, € C, tako da je z = > x;¢;. Prostor V je konaéno dimen-
zionalan, ako je broj elemenata l:f)alze konacan. Svake dve baze kona¢no
dimenzionalnog vektorskog prostora V' imaju isti broj elemenata, i taj
broj se naziva dimenzija vektorskog prostora, u oznaci dim(V).

Skup svih (realnih ili kompleksnih) neprekidnih funkcija, koje su
definisane na segmentu [a, ], ¢ine beskonacno dimenzionalni prostor
(u odnosu na uobi¢ajeno sabiranje funkcija, kao i mnozenje funkcije
skalarom). Beskona¢no dimenzionalni vektorski prostori su predmet
izucavanja funkcionalne analize.
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Nadalje su svi prostori kona¢no dimenzionalni. Ako je B baza vek-
torskog prostora V', onda smatramo da je B ureden skup, odnosno
n
B =(e1,...,e,). Ako je x = ) x;e; reprezentacija vektora x u bazi B,
i=1
tada je uobicajena matri¢cna oznaka

Zlp=] | =l @lp

Tn | 5
Ocigledno, promena redosleda vektora baze B dovodi do promene ma-
trice [z]p kojom je reprezentovan vektor z. Dakle, korespodencija
r — [z]p iz skupa V u skup C"*! je jednoznaac¢na samo ako se pret-
postavi uredenost baze B.

Skup R" je n-dimenzionalan realan vektorski prostor, a C" je n-
dimenzionalan kompleksan vektorski prostor, pri cemu je sabiranje ure-
denih n-torki, kao i mnozenje skalarom, definisano koordinatno.

Nula-vektor se oznacava sa 0. Vektori ey, ..., e, kompleksnog vek-
torskog prostora V' su linearno nezavisni, ako za sve brojeve ay, ..., oy €
C vazi implikacija

aer +--+ape, =0 = o =---=a, =0.

Vektori su linearno zavisni, ako nisu linearno nezavisni.
Vektori baze vektorskog prostora su uvek linearno nezavisni. Stavise,

ako je B = (eq,...,e,) baza vektorskog prostora V', onda ne postoji
vektor y € V, tako da je y # e; za svako ¢ = 1,...,n, i istovremeno da
je (e1,...,en,y) linearno nezavisan sistem vektora u V.

Neka su V7, Vo kompleksni vektorski prostori, i neka je A : V3 — Vs
preslikavanje. A je linearan operator, ako za svako z,y € Vj i svako
a,f € C vazi A(ax + By) = aA(x) + fA(y). Jednostavnosti radi,
uobicajeno je pisati Az umesto A(x). Skup svih linearnih operatora iz
V1 u V; oznacava se sa L(Vy,V3). Specijalno, L(V;) = L(Vy, V7).

Neka su Vi, V5 kompleksni vektorski prostori, pri ¢emu je dim V; = n

i dimV, = m. Neka je By = (ey,...,e,) baza prostora Vi, i neka je

By = (f1,..., fm) baza prostora V5. Ako je x € Vi, tada je x = > xje;
j=1
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[xl Tg - xn] ;, za neke z; € C. Tada je Az € V3, te je

Az =" y; f;- Na osnovu linearnosti operatora A sledi da je

Zyl‘fz =A (Z I’j@j) = ZZL']‘AGJ‘.
i=1 Jj=1 Jj=1

m

Vazi Ae; € Vi, te je Ae;j = > a;;f;, pri ¢emu su a;; jedinstveno
i=1

odredeni kompleksni brojevi. Sledi da vazi

n

Zyifi = Zin Zai,jfi = Z (Z ai,j$j> fi
i=1 =1

j=1 i=1 \j=1

Svaki vektor ima jedinstvenu linearnu reprezentaciju preko vektora baze,
odakle sledi

n

yizg a;;r;, 1=1,...,m,

Jj=1
ili, u matricnom zapisu
Y1 @11 Q12 - Qip T
Y2 g1 QA22 -+ Q2q T2
=1 . . (1.1)
Ym Am1 Gm2 - Gmn T,
Matrica
11 Q12 -+ Q1n
A Q21 Q22 -+ (Q2n
Ba [ ]Bl = . . .
Am1 Qm2 *° Qmn

jeste matrica linearnog operatora A u odnosu na baze By i By. Ocigledno,
jednakost vektora y = Az ima svoj ekvivalenat u matri¢cnom zapisu:

[y]Bz = B [A]Bl [‘I]Bl :

Dakle, za date baze B; i By, kao i za dati linearni operator A € L(V;, V5)
postoji jedinstvena matrica p,[A]; tako da za svako x € Vi vazi
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reprezentacija (1.1). Ocigledno, promena redosleda vektora baze dovodi
do promene matrice linearnog operatora.
Sa druge strane, neka je B proizvoljna kompleksna matrica tipa
n

m X n. Neka je z = > zje; € V4, odnosno [z]p, = [z1 - :L’n};.
j=1
Tada je Blz] = § = vi v ym}T matrica tipa m x 1. Matrica ¢

moze biti shvacena kao matrica vektora y = > y; f;, odnosno [y|p, = 7.
i=1
Ocigledno, preslikavanje

z+— Blz] = 7§

je linearno preslikavanje iz Vi u V5, koje oznacavamo sa B. Sada je
B = ,[B] B, Dakle, ukoliko su baze By, By prostora Vi, V; fiksirane,
onda svakoj matrici m x n odgovara jedan linearan operator iz skupa
L(Vi, V).

Neka je C™*" skup svih kompleksnih matrica tipa m X n, neka
je Vi kompleksan vektorski prostor dimenzije n i baze Bj, neka je V5
kompleksan vektorski prostor dimenzije m i baze B,. Neka je By skup
svih baza prostora Vi, i neka je B, skup svih baza prostora V5. Na
osnovu svega recenog, korespodencija (A, By, Ba) = p,[A], je bijekcija
iz. skupa L(Vi, Va) x By x By u skup C"™*™.

Ako su baze By i Bs iste, koristi¢emo skra¢enu oznaku [A]z = p[A] 5.

Ako je A € L(V1, V), tada je N(A) = {z € Vi : Az = 0} jezgro
operatora A, dok je R(A) = {Ax : x € V } slika operatora A. Nije
tesko proveriti da je N (A) potprostor od V;, dok je R(A) potprostor
od V5.

Neka su Vi, V5, V3 vektorski prostori sa bazama, redom, By, By, Bs,
i neka su A € L(V},V2), B € L(V,,V3). Tada je kompozicija BA
takode linearan operator iz V; u V3, odnosno BA € L(Vi, V3). Neka su
Bo[Alp, 1 B,[Blp, odgovarajuce matrice. Neka je p,[A]g = [@ijlmxn i
Bs[Bl g, = [bijlexm- Ako je x =[xy -+ x,]p,, tada je

n
> buaijz;

-

~
Il

—
<

JZ: aljxj-
Bs [B]BQBQ [A]Bl [x]Bl —Bs [B]BQ =

n
> Ui
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—
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@
Il
—
.
Il
i



1.2. INVARIJATNI POTPROSTORI I SOPSTVENI VEKTORI 11

Ocigledno je [BA| = [B][A]. Takode je [AA] = A[A], ako je A € C. Ako
je C,D € L(X1,V), tada je i [C' + D] = [C] + [D].

1.2 Invarijatni potprostori
i sopstveni vektori

Neka je V' vektorski prostor nad poljem C, neka je U potprostor od V,
i neka je A € L(V).

Definicija 1.2.1. Potprostor U je invarijantan za operator A, ako je
A(U) Cc U. Tada potprostor U redukuje operator A.

Ocigledno, {0} i V su invarijatni potprostori od A. Stoga se pod
invarijantnim potprostorom operatora A uvek podrazumeva pravi pot-
prostor, odnosno potprostor koji je razlicit od {0} i V.

Definicija 1.2.2. Ako postoje netrivijalni potprostori U i W od V,
tako da je V.= U 4+ W (odnosno, W je algebarski komplement od U
u prostoru V), i ako je A(U) C U, A(W) C W, tada dekompozicija
V=U —T— W kompletno redukuje A.

Neka je V' = U—T—VV7 By = (eq,...,e,) je baza potprostora U i By =
(f1,- -, fm) je baza potprostora W. Tadaje By = (e1,...,€n, f1,-- -, fm)
baza prostora V. Neka je A € L(V) sa svojstvom A(U) C U, i neka je

By 4] By = [@i5] (n4m)x (n+m) Matrica operatora A u bazi By. Neka je

x=|xy... xnyl...ym]gv

reprezentacija vektora x € V' u bazi By. Tada je

By [A]BV [x]Bv =

anTy + -+ A%y + ALYt 0 A nemYm

Gp,1T1 + -+ Qp T, + Ann+1Y1 + ot An nt+mYm
An4+1,101 + Ap41,nTn, + An4+1,n+1Y1 + An41,n+mYm

LAn+m,1T1 +-+ Qp+mnln + Qp+m,n+1Y1 +-+ Ap+mn+mYm By

cULW.
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Pri tome, prvih n koordinata vektora Az pripada potprostoru U, dok
poslednjih m koordinata vektora Az pripada potprostoru W. Neka je
xeU. Tada je yy = --- =y, = 0, i takode Az € U. Iz ¢injenice da
su x1,...,%, proizvoljni kompleksni brojevi, na osnovu reprezentacije
operatora A sledi da je a,4;; = 0 za svako i = 1,...,m isvako j =
1,...,n. Drugim recima, matrica kojom je reprezentovan operator A u

datoj bazi By, jeste blok-gornje trougaona, odnosno

@11 - Qin a1,n+1
[A]BV — Ap1 = Qpnp Ap n+1
0 e 0 An41,n+1
L 0 e 0 Ap4m,n+1
Ako se uvedu ocigledne oznake
iy -+ Qip a1 n+1
[Ai] = , [As] =
Ap1 = Qpnp Ap n+1
An+1,n+1
[As] =
an+m,n+1

al,n—l—m

an,n—i—m

an+1,n+m

an+m,n+m_

a1 n+m

an,ner

Ap+1,n+m

an+m,n+m

onda matrica operatora A u odnosu na bazu By jeste

[Ai] [Aﬂ _

S

Pri tome je 0 oznaka za nula-matricu odgovarajuceg tipa.

Specijalno, ako pretpostavimo da je A(U) c U i A(W) C W,
onda analognim rasudivanjem zakljucujemo da je matrica operatora
A u odnosu na bazu By blok-dijagonalna, odnosno

aii

n,
[A] By — 0 '

ain

Qn,pn

0

0

0

0

An41,n+1

an+m,n+1

0

Ap+1,n+m

an+m,n+m_
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Uz prethodne oznake, sledi da u bazi By vazi

=1 )

Ako je I € L(X) identicki operator, jednostavno je videti da je
matrica ovog operatora u svakoj bazi identicka matrica. Stoga je oznaka
[I]p = I, pri cemu indeks k oznacava dimenziju jedini¢ne matrice.

Tvrdenje 1.2.1. Neka je V = ULWiAc L(V), pri cemu je AU C U
i AV C V. Ako je Ay = Aly : U — U redukcija operatora A na
potprostor U, i ako je Ay = Alw : W — W redukcija operatora A na
potprostor W, tada je R(A) = R(A;) + R(As) i N(A) = N(4) +
N(As).

Dokaz. Ocigledno, R(A1) + R(Az) je potprostor od V. Iz ¢injenice
AU C U sledi da je R(A;) C U. Takode, iz ¢injenice AW C W sledi
R(Az) ¢ W. Kako je UNW = {0}, sledi R(A4;) N R(A2) = {0}.
Time je dokazano R(A) = R(4;) + R(Az). Analogno se dokazuje
N(A) =N(A)) + N(Ay). O

Definicija 1.2.3. Neka je V vektorski prostor i z € V. Vektorski
potprostor generisan vektorom x naziva se lineal nad z, u oznaci lin{z}.

Lako je proveriti da vazi lin{z} = {Az : A € C}.

Definicija 1.2.4. Neka je V' vektorski prostor i A € L(V). Vektor
x # 0 je sopstveni vektor operatora A, ako postoji A € C, tako da je
Ax = Az. Drugim re¢ima, x je sopstveni vektor operatora A, ako je
lin{z} invarijantan potprostor od A.

Neka je B baza vektorskog prostora V', A € L(V) i neka je [A]p =

[@ijlnxn- Neka je z € V sopstveni vektor operatora A i neka je A € C
odgovarajuca sopstvena vrednost. Ako je [z]p = [xl xn}; £ 0,

tada iz Ax = Az, sledi da je
([A]Bv - )‘[I]Bvﬂx]Bv =0. (12)

Poslednji izraz se moze shvatiti kao homogen sistem jednacina sa para-
metrom A i nepoznatim vektorom z. Na osnovu poznatog rezultata iz
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linearne algebre sledi da sistem jednacina (1.2) ima netrivijalno resenje

ako 1 samo ako je determinanta matrice jednaka nuli. Drugim rec¢ima,

za dati parametar A\ € C postoji ne-nula vektor x € V' koji zadovoljava

uslov Az = Az, ako i samo ako je A resenje jednacine det([A]—A[I]) = 0.
Sa druge strane, ako je A\ € C, tada je

aip — A Q12 T A1n
a Agg — A -+ Qop,
det([A] AL =| . .0 (1.3)
an1 an2 ccr Qpp — A

= (_1)n)\n —{—pn_l)\n_l —+ e —|—p1>\ +pg = PA,B()\)- (14)

Polinom A — P4 g(A), koji se krace oznacava sa P4(A), ili P()), jeste
karakteristi¢ni polinom linearnog operatora A u bazi B.

Nije tesko videti da je p,_1 = (—1)""ttr(A), gde je tr(A) = ay; +
ass + - -+ + a,, trag matrice [A] .

Poznato je da polinom stepena n ima n nula u skupu C. Prema
tome, svaki linearni operator na n-dimenzionalnom kompleksnom vek-
torskom prostoru ima n sopstvenih vrednosti. Polinom sa realnim ko-
eficijentima ne mora imati realne nule. Prema tome, linearan operator
na n-dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru ne mora imati (re-
alne) sopstvene vrednosti. Ova ¢injenica upravo daje praktié¢nu pred-
nost kompleksnih vektorskih prostora u odnosu na realne vektorske
prostore u mnogim slucajevima. Takode postoje objektivne potrebe
da se razmatraju realni vektorski prostori, kao sto su problemi opti-
mizacije, problemi sa konusima, i mnogi drugi. Stoga ne treba unapred
zanemariti realne prostore. Interesanto je pomenuti da se kvantna
mehanika zasniva na kompleksnim vektorskim prostorima, koji moraju
biti beskona¢no dimenzionalni.

Definicija 1.2.5. Ako je A nula karakteristicnog polinoma P, reda k
(1 < k < n), tada je k algebarska visestrukost sopstvene vrednosti A
operatora A.

Definicija 1.2.6. Skup svih sopstvenih vrednosti operatora A naziva
se spektar operatora A u oznaci o(A).

Ako je A € o(A), tada je N(A — M) uvek potprostor vektorskog
prostora V. Jednostavno je proveriti da z € N (A — AI) ako i samo ako
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je Ar = \z. Prema tome, N'(A — AI) je skup svih sopstvenih vektora
x koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti \.

Od interesa je proceniti karakteristi¢ni polinom linearnog operatora
pri promeni baze vektorskog prostora. Neka su By = (ey,...,e,) i
By = (f1,..., [n) baze vektorskog prostora V', i neka su [A]p, 1 [A]p,
matrice operatora A € L(V) u ovim bazama, redom. Tada je f; =

j
By. Na prirodan nacin dolazimo do nove matrice P = [p;;]nxn. Vektori

fi,..., fn su linearno nezavisni, odakle sledi da su vertikale matrice P
linearno nezavisne, odnosno det(P) # 0.
Neka je x € V' proizvoljan vektor. Tada je

n n n n n n
— — / _ / _ /
T = E xje; = E i fi = E E PijTie; = E E PiiT; | €.
j=1 i=1

i=1 j=1 j=1 i=1

pije; (1 =1,...,n) razlaganje svakog vektora f; preko vektora baze
=1

Sledi da je z; = ) pj;x; za svako j = 1,...,n. U matricnom zapisu
i=1
to znaci [z]p, = P'[z]p,. Matrica P je invertibilna, odnosno [z|p, =
(PT)"[als,-
Neka je sada Ax = y. Tada je, u odnosu na bazu B;, ispunjeno
[Alg,[z]B, = y]B,, za i = 1,2. Sledi da vazi

[A]Bl [x]31 - [y]Bl = PT[y]B2 = PT[A]B2 [I]B2 = PT[A]B2(PT)_1['I]BN

odakle proizilazi [A]p, = PT[A],(P")™!, odnosno (PT)[A]p
[A]B2'

Matrica Q@ = P' jeste matrica "prelaza“ sa baze B; na bazu Bs.
Dakle, [A]BQ = Qil[A]BlQ.

Definicija 1.2.7. Operatori A, B € L(V) su sli¢ni, ako postoji invert-
ibilan operator C' € L(V), tako da je A = CBC~!.

PT =

1

Slicnost dva operatora je ekvivalentna slicnosti odgovarajué¢ih ma-
trica tih operatora. Dakle, matrice jednog operatora A u razlicitim
bazama jesu uzajamno slicne. Lako je proveriti da slicne matrice imaju
jednake determinante.

Tvrdenje 1.2.2. Karakteristicni polinom pa operatora A € L(V') ne
zavisi od izbora baze prostora V.
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Dokaz. Neka su By = (ey,...,e,) 1 By = (f1,..., fn) baze prostora V,
pri ¢emu je ) matrica "prelaza“ sa baze By na bazu By. Tada je

[A]32 — A, = Q([A]B1 - A[n)Q_l'

Iz ¢injenice da sliéne matrice imaju jednake determinante, sledi da su
karakteristi¢cni polinomi operatora A u obe baze medusobno jednaki.
O

Definicija 1.2.8. (a) Broj geom()\) = dim N (A — \I) je geometrijska
viSestrukost sopstvene vrednosti A € o(A).

(b) Ako je A € o(A) nula karakteristi¢nog polinoma Py reda k, onda
je broj alg(\) = k algebarska visestrukost sopstvene vrednosti \.

Odnos izmedu geometrijske i algebarske visestrukosti sopstvene vred-
nosti dat je slede¢om teoremom.

Teorema 1.2.1. Ako je A € L(V) i A € o(A), onda je geom(A) <
alg(\).

Dokaz. Neka je A € o(A) i neka je By = (ey,...,e) baza potprostora
N(A — X). Postoje vektori exiq,...,e,, tako da je B = (eq,...,e,)
baza prostora V. Potprostor N'(A — \I) je invarijantan za A, pri cemu
je A|na—xn = Al. Soga je matri¢na forma operatora A data sa

A= g ¥

pri cemu je [ jedinicna matrica imenzije k, dok su X, Y neke matrice
odgovaraju¢ih dimenzija. Sada je karakteristicni polinom operatora A

jednak
(A — p) Iy X
PA(M) = det <|: OM Y_Mjn—k:|>
= det([(A — p) i) - det (Y — pul )
= (A= p)" det([Y] = ulLor))-
Sledi da je alg(\) > k = geom(\). O

Tvrdenje 1.2.3. Pretpostavimo da vazi: A € L(V), dekompozicija

V=W —T— Vo kompletno redukuje operator A, A; = Aly, : V; = V; (i =
1,2) je redukcija operatora A na potprostor V;. Tada je Py = Pa, Pa,.
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Dokaz. Neka je B; baza potprostora V;, i = 1,2. Tada je B = (By, B»)
baza prostora V. Karakteristicni polinom ne zavisi od izbora baze.
Koristeci ¢injenicu da je matrica operatora A u bazi B blok-dijagonalna,
sledi da za A € C vazi

PA()\) = det([A]B—)\In)

Qg — N - a1k 0 0
Gl g — A 0 0
- 0 e 0 g1l — A 0 Qpgin
: o« s . anJngl o« s . ann E— A
= P4, (AN)Pa,(N).

]

Na kraju ove sekcije dokazujemo rezultat o dijagonalnim matricama.

Tvrdenje 1.2.4. Matrica operatora A € L(V') je dijagonalna ako i
samo ako je baza sastavljena od sopstvenih vektora.

Dokaz. Pretpostavimo da je B = (ey,...,e,) i da je svaki e; sopstveni

vektor operatora A. Tada postoje brojevi Ai,..., A\, € C tako da je

Ae; = Neg, i =1,...,n. Neka je x = > x;e; € V. Tada je y = Az =
i=1

n
> Aiz;, ili u matriénom zapisu:
i=1

W /\1 0 0 I
Y2 0 X 0| |
Yn 0 0 )\n Tn
Dakle,
A0 0
0 X 0
[Alp =



18 GLAVA 1. REDUKCIJA OPERATORA

Obrnuto, pretpostavimo da je B = (ey,...,e,) i da je

ag 0 -+ 0
0 ay -+ 0
A= |, .
0 O an,

Ako je A € C, tada je
det([A]lp — ML) = (a1 — N)(ag — A) -+ (a, — N),

odakle sledi da je 0(A) = {ay,...,a,}. Lako je proveriti da je Ae; =
a;e;, odnosno e; je sopstveni vektor operatotra A koji odgovara sop-
stvenoj vrednosti a;. O]

1.3 Teorema Keli-Hamiltona

Ako je Q(N) = g\ + g1 A" + -+ 4+ @u)\ + qo proizvoljan polinom,
i ako je A € L(V), tada se na prirodan naé¢in definise Q(A) = ¢, A" +
1 A"V 4 -+ A + qol, 1 analogno za odgovaraju¢u matricu [A].

Teorema 1.3.1. Ako je A € L(V') i ako je P4 karakteristicni polinom
operatora A, tada je Py(A) = 0.

Dokaz. Ako je C € L(V) i [C] matrica operatora C' u nekoj bazi, tada
je adj([C]) adjungovana matrica od [C], za koju vazi adj([C]) - [C] =
det([C])1.

NekajeAe C, Aec L(V) i

Pa(A) = det([A] =) = (= 1)" A"+ pp A b pr o N2 A po.

Tada vazi adj([A] —AI)-([A] —AI) = Pa()\). Elementi matrice adj([A] —
AI) su ko-faktori matrice [A] — AI, i stoga su ovi elementi polinomi
stepena n — 1 po A. Sledi da postoje konstantne matrice By, ..., B, _1,

tako da je ) )
det([A] — X)) = B, A" ' +--- + B,.

Neka je B; € L(V) operator, tako da je [B;] = Bj, j=0,1,...,n—1.
Tada je

([Blaa N+ [Bla_o "2+ -+ [Bl1A+[Bo)) (JA] = AT ) = det([A] =),
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odakle sledi

_[B]n—l - (_1)n17
[anl][A] - [Bn—z] = pl,
[Bno|[A] = [Bns] = pal,

[B\][A] = [Bo] = pil,
[BO][A] = pal.

Sada prvu jednakost pomnozimo sa A", drugu jednakost pomnozimo
sa A"! ... poslednju jednakost pomnozimo sa I, i sve dobijene jed-
nakosti saberemo. Dobija se 0 = P4(A). O

Sada dokazujemo rezulat o preslikavanju spektra operatora poli-
nomom.

Teorema 1.3.2. Neka je A € L(V) i neka je p proizvoljan polinom.
Tada je

a(p(4)) = p(a(4)),
odnosno p € o(p(A)) ako i samo ako postoji A € o(A) tako da je
= p(A).

Dokaz. D: Neka je A € o(A). Posmatramo polinom ¢ definisan kao
q(t) = p(t) — p(\) za svako t € C. Tada za polinom ¢ postoji faktor-
izacija

q(t) = p(A) —p(A) = alt = N[t = A1)+ (T = M),
gde su a, Ay, ..., A\, € C. Tada je
4(A) = a(A = AD)(A = N I) -+ (A= M),

pri cemu svi operatori na desnoj strani jednakosti medusobno komu-
tiraju. Kako je A € o(A) sledi da A — Al nije invertibilan opera-
tor, odakle sledi da q(A)p(A) — p(\) takode nije invertibilan. Dakle,

p(A) € a(p(A)).
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D: Pretpostavimo sada da je u € o(p(A)) i neka je polinom r
definisan kao r(t) = p(t) — p za svako t € C. Tada se polinom r
faktorise kao

r(t) =Bt — ) (t— ),
za neke 3, puy, ..., up € C. Vazi

r(A) =p(A) — pl = B(A—l) - (A— ),

pri cemu svi operatori na desnoj strani jednakosti medusobno komuti-
raju. Iz cinjenice p € o(p(A)) sledi da r(A) nije invertibilan. Prema
tome, ne mogu svi operatori A—puq 1, ..., A—pgl biti invertibilni. Stoga
postoji neko u; € o(A). Kako je r(u;) =0, sledi da je p = p(p;). O

1.4 Invertibilni i nilpotentni operatori

Rang linearnog operatora A € L(Vi, V,) definisan je kao rang matrice
[A], a oznacava se sa rank(A). Poznato je da rang operatora ne zavisi
od izbora baza u prostorima V; i V. Takode je rank(A) = dim R(A).

Determinanta operatora A € L(V') jednaka je upravo det([A]), i
determinanta ne zavisi od izbora baze u V. Ako je A, B € L(V), onda
je det(AB) = det(A) det(B) dobro poznata Kosi-Bineova teorema.

Operator A € L(V1,V5) je invertibilan, ako postoji B € L(Va, Vi)
tako da je AB = Iy, i BA = Iy,. Operator A je singularan, ako
nije invertibilan. Ako su A; € L(Vi,V2) i Ay € L(V,, V3) invertibilni
operatori, tada je AyA; € L(V;,V3) takode invertibilan operator, $to
sledi na osnovu jednostavne provere (A;A;)~! = A7'A;*. Jednostavno
je proveriti da je linearan operator A € L(V') invertibilan ako i samo
ako je matrica [A] invertibilna (jos jednom izbor baze u V' nije vazan).
Skup svih invertibilnih operatora iz L(Vi, V3) oznacava se sa G(Vq, Va).
Specijalno, G(V) = G(V, V).

Tvrdenje 1.4.1. Skup G(V) je (nekomutativna) multiplikativna grupa.

Tvrdenje 1.4.2. Neka je A € L(V). Tada su sledeéa turdenja ekviva-
lentna:

(a) A je invertibilan,

(b) A je preslikavanje "1-1%

(c) A je preslikavanje "na
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(d) rank(A) = dim V;
() 0 ¢ o(A).

Pored invertibilnih operatora, pokazuje se da vaznu ulogu u teoriji
operatora na konacno dimenzionalnim prostorima imaju i nilpotentni
operatori. Operator A € L(V) je nilpotentan, ako postoji n € N,
n > 1, tako da je A™ = 0. Ako je A nilpotentan, onda najmanji broj
n € N sa osobinom A™ = 0 jeste indeks nilpotentnosti operatora A, u
oznaci n(A). Ocigledno, n(A) = 1 ako i samo ako je A = 0. Ako je A
nilpotentan operator i & > n(A), tada je A* = 0. Nije tesko proveriti
da ako je A € L(V) nilpotentan operator, onda A mora biti singularan.
Na osnovu teoreme o preslikavanju spektra, moze se dokazati sledeci
rezultat.

Tvrdenje 1.4.3. Ako je A € L(V') nilpotentan operator, tada je o(A) =

{0}.

Nadalje smatramo da je A € L(V) i n = dimV. Razmotrimo
sledece ocigledne lance:

{0y c N(A) c N(AH C ---,
VDOR(A)DR(A*) D,
n = dim(V) > rank(A) > rank(A4%) > --- .
Dokazujemo nekoloko tvrdenja u vezi sa prethodnim lancima.

Tvrdenje 1.4.4. R(A*) je invarijantan potprostor za A, pri cemu je
k € N proizvoljan.

Dokaz. Neka je x € R(A¥). Tada postoji y € V, tako da je x = AFy.
Tada je Az = AFTly = AF(Ay) € R(AF). O

Tvrdenje 1.4.5. Postoji nagmangi broj p € {0,1,...,n} tako da je
rank(AP) = rank(A*) za svako k > p.

Dokaz. Pretpostavimo da je rank(A) = n = dim V. Tada je A inverti-
bilan operator, i za svako k € N vazi rank(A*) = n. U ovom slucaju je
p=0.

Pretpostavimo da je rank(A) < n. Tada je A singularan operator.
Ocigledno, postoji najmanji broj p tako da je rank(AP) = rank(AP™!).
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Pri tome, p ne moze biti veée od n, i p = n — 1 ako i samo ako je
n > rank(A) > rank(A?) > -+ > rank(A""') > 0 = rank(A"). Dakle,
1 < p < n. Prema prethodnom tvrdenju, R(AP) je invarijatnan pot-
prostor od A, te se moze posmatrati redukcija operatora A, = A|g(ar) :
R(AP) — R(AP). Iz rank(AP) = rank(AP™) sledi da je A, invertibilan
operator. Prema tome, A4; = Al|g(ar) : R(AP) — R(AP) je invertibilan
operator za svako [ = 1,2, ..., odakle sledi da je rank(A*) = rank(AP)
za svako k > p. O]

Definicija 1.4.1. Najmanji prirodan broj p za koji je rank(AP) =
rank(APT!) jeste indeks operatora A i oznacava se sa ind(A).

Za sliku i jezgro stepena operatora vazi potpuno analogno tvrdenje
kao i za rang operatora.

Tvrdenje 1.4.6. Neka je A€ L(V) ip=ind(A). Tada za svako | < p
i svako k > p wazi R(AY) # R(A™), N(AY) #£ N(AT), R(AF) =
R(AP), N(A*) = N(AP).

Dokaz. Neka je A = Alguy : R(A) — R(A). Ako je I < p,
onda je A; singularan olperator, odakle sledi R(A') # R(A™!). Na
osnovu dimV = dim R(A*) + dim N (A®) za svako s € N, proizilazi
da je N(AY) # N(A™Y). 1z istih razloga, ako je k > p, onda iz
rank(A*) = rank(A*™1) sledi da je operator A* invertibilan, te je i
R(AF) = R(AF) i N(AF) = N (AR, O

Sada dokazujemo vaznu teoremu o dekompoziciji linearnog opera-
tora.

Teorema 1.4.1. Neka je A € L(V) i neka je p = ind(A). Tada vaZi

V = R(AP) —T— N (AP), prethodna dekompozicija kompletno redukugje op-
erator A, redukcija Ay : R(AP) : R(AP) — R(AP) je invertibilan oper-
ator, dok redukcija Ay = A|n(ary : N(A?) — N(AP) jeste nilpotentan
operator, i n(As) = ind(A).

Dokaz. Dokazacemo da je R(AP) NN (AP) = {0}. Pretpostavimo da je
r € R(AP) NN (AP). Tada postoji y € V sa svojstvom APy = x, kao i
APz = 0. Sledi da je A%’y = 0, odnosno y € N'(A*) = N (AP). Stoga
jex = APy = 0.
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Ocigledno, potprostori R(AP) i N (AP) su invarijanti za A. Ako je
Ap : R(AP) : R(AP) — R(AP), zbog rank(AP) = rank(AP™!) sledi da je
A invertibilan. Ako je z € N(AP), tada je Abz = APx = 0, te je Ay
niplotentan operator. Ocigledno, n(Ay) = ind(A).

Neka je x € V. Tada je APz € R(AP) = R(A;) = R(A)), te
postoji neko y € R(AP) tako da je APz = Ay = APy. Ocigledno
jer =y+(x—y),y € RA?) i x —y € N(AP). Stoga je V =
R(AP) + N(AP). O

Ova teorema omogucava tradicionalni zapis operatora A kao A =

Ay _T_AQ, i ova dekompozicija se naziva invertibilno-nilpotentna' dekom-
pozicija operatora A.

Neposredna posledica prethodne teoreme jeste blok-dijagonalna forma
matrice operatora A, koja se takode naziva invertibilno-nilpotentna
dekompozicija matrice [A].

Posledica 1.4.1. Neka je A € L(V) i p = ind A. Neka je B; =
(e1,...,ex) baza potprostora R(AP), i neka je By = (€ry1,...,€n) baza
potprostora N(AP). Tada je matrica operatora A u bazi B = (B, By)
blok-dijagonalna i ima formu

pri cemu je k = rank(AP), [A;] je invertibilna, a [As] je nilpotentna
matrica.

Definicija 1.4.2. Neka je A = AH.—AQ invertibilno-nilpotentna dekom-

pozicija operatora A. Tada je AP = A;*+0 Drejzinov? inverz operatora

Neka je [A]lp = A, invertibilno-nilpotentna dekom-
0 [Ayg,
pozicija matrice [A]p. Tada je Drejzinov inverz od [A]p definisan kao

g = [ {)

1

core-nilpotent
2Michael P. Drazin, ameri¢ki matematicar
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Teorema 1.4.2. Neka je A € L(V) ip=ind A. Tada je AP jedinstven
operator iz L(V') za koji vazi

APAAP = A, AAP = AP A, APTIAP — AP, (1.5)
pri ¢emu je p nagmangi prirodan broj sa navedenom osobinom.
Dokaz Jednostavno je proveriti da AP zadovoljava sve navedene oso-
bine iz (1.5).
Sa druge strane, neka su B, C' € L(V') operatori koji zadovoljavaju
(1.5). Neka je E = AB=BAiF = AC = CA. Tada je
E=AB = (AB)? = APB? = ACAP’B? = AC(AB) = ACE = FE,
kao i
F =AC = (AC)P = APCP = CPA? = CPA’PBA = (CA)’E = FE.
Sledi da je £ = F. Prema tome, vazi

B=BAB=FB=FB=CAB=CE=CF=CAC=C.

Dakle, AP je jedinstven operator koji zadovoljava uslove (1.5).

Vazi AAP = I 10, tako da je R(AAP) = R(AP) i N(AAP) =
N(AP). Tz APTTAP = AP sledi AFTAP = A za svako k > p. Pret-
postavimo da je AL AP = A! za neko [ < p. Tada je AY(AAP —1) =0,
odnosno 0 = (All—T-AlZ)(OJ—(—[)) = OJ—(—AZQ). Sledi da mora biti A, = 0
za neko [ < p, odakle proizilazi ind A < [ < p, $to je nemoguce. O

Operator A je invertibilan ako i samo ako je ind A = 0. Na osnovu
jedinstvenosti obi¢nog i Drejzinovog inverza operatora, sledi da je u
ovom slucaju A=t = AP,

Ako je ind A < 1, tada operator AP zadovoljava svojstva

APAAP — AP AAPA = A, AAD — AP A,

Lako je proveriti da u ovom slucaju multiplikativna polugrupa u L(V'),
koja je generisana skupom {A, AP}, jeste u stvari komutativna grupa,
sa neutralnim elementom AAP. Stoga se u ovom specijalnom sluéaju
Drejzinov inverz naziva i grupni inverz operatora A, a u upotrebi je
oznaka A% umesto AP.
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1.5 Prirodna baza nilpotentnog operatora

Definicija 1.5.1. Neka su ay,...,ax € V ne-nula vektori. Tada je
a = (ay,...,a) nula-niz operatora A € L(V), ako je

Aay; = as, Aas =agz, ... ,Aar_1 = ay, Aa, = 0.
Vektor a; je prvi, a vektor a; je poslednji ¢lan nula-niza a.

Tvrdenje 1.5.1. Svaki nula-niz operatora A € L(V') sastoji se od li-
nearno nezavisnih vektora.

Dokaz. Neka je k > 11 neka je a = (aq,...,a;) nula-niz operatora
A € L(V). Pretpostavimo da je ovaj skup vektora linearno zavisan.
Postoje A1, ..., Az € C, koji nisu svi jednaki nuli, sa svojstvom

)\1&1 ++)\kak = 0. (16)

Primenimo na prethodni izraz operator A*~!. Proizilazi da vazi \jay =
0, te je Ay = 0. Primenimo na (1.6) operator A*=2. Sledi da je A\sa; = 0,
te je Ay = 0. Nastavljaju¢i postupak, dolazimo do \; = 0 za svako
1=1,...,k, sto je nemoguée prema polaznoj pretpostavci. [

Definicija nula-niza je data za proizvoljan operator A. Medutim,
pravu primenu nula-nizovi nalaze kod nilpotentnih operatora. Jedno-
stavno je dokazati sledeéi rezultat.

Tvrdenje 1.5.2. Neka je A € L(V) nilpotentan operator.

(a) Ako je a = (ai,...,ar) nula-niz operatora A, onda je k <
n(A) <dimV.

(b) Postoji nula-niz b = (by,...,b,) operatora A, pri cemu je p =
n(A).

Definicija 1.5.2. Baza B vektorskog prostora V' je prirodna baza nula-
nizova operatora A € L(V'), ako postoje nula-nizovi By, ..., B; opera-
tora A sa svojstvom B = (By,..., B)).

Tvrdenje 1.5.3. Ako postoji prirodna baza nula-nizova operatora A,
tada je operator A nilpotentan, i n(A) je broj elemenata najduzeg nula-
niza 12 B.
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Tvrdenje 1.5.4. Neka su B; = (a;,-..,a;x,) nula-nizovi operatora
Ae L(V),i=1,...,1. Tada je B = (By,...,B)) linearno nezavisan
sistem, ako i samo ako je {a1 g, A2y, - - -, QLE, } linearno nezavisan skup
vektora.

Dokazujemo fundamentalni rezultat o prirodnoj bazi nilpotentnog
operatora.

Teorema 1.5.1. Za svaki nilpotentan operator A € L(V') postoji prirodna
baza nula-nizova operatora A.

Dokaz. Neka je n(A) = p i uvedimo sledece oznake: N, = N(AF)
za k = 1,2,...,p, 1 K; = A7Y(N;) za j = 2,3,...,p. Ocigledno,
N C Npy1. Takode, iz A(K;) = {0} sledi K; C N; za svako j. Na
osnovu inkluzije A(N;11) C N; sledi

Kis1 = A'(Niyy) = A7TA(N ) € A7H(N,) = K.
Dakle, vazi slede¢i lanac inkluzija
KPCKP_1CK3CK2CN1CNQC"'CNP_1CNPZV

Neka je k; = dim K, n; = dim V; i n = dim V. Posmatramo bazu pot-
prostora [, tu bazu dopunjujemo do baze potprostora K,_;, i tako
redom, dok ne dodemo do baze potprostora N;. U skladu sa tim prav-
ilom, dobijenu bazu potprostora N; oznacavamo sa
. b1 —1. .2 2.1 1

6117, e 76£p76£p+17 “e 76%;,,1’ e 76k§3+17 e 7€k276k2+17 e ’enl‘ (17)

Dobijenu bazu prosirujemo na slede¢i nacin.
Iz ¢injenice e} € K, = AP"}(N,) sledi da postoji vektor f{ € N, sa

svojstvom €} = AP~ fF'. Primetimo da vazi

fl €N, Aff € Nyy, A°fP €N, o, -+, APl =€l € N, APf7 = 0.

Sledi da je (fF, AfY,..., AP~ ) jedan nula-niz operatora A. Na isti
nac¢in kako smo uradili za vektor e}, uradimo i za sve ostale vektore
ey, ..., e, Dakle, postoje vektori f1, fy, ... ,f,fp € N, tako da je

fPeN, Aff € Ny, A2fP € Np_y, -+, AP 1P =P e N, APfP =0,
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za svako 1 = 1,..., k. Nastavljamo sa slicnim postupkom. Ako je
k, +1 < i < k,_q, tada je e’ e K, 1 = AP"%(N,_;). Dakle, za
svako i =k, +1,...,k,_1 postoje vektori f~' € N,_; tako da je
AP=2 fPt — Pl odnosno preciznije
e N,y AfFrt e N,y . APTRPTE bl prmlgrtl

Nastavljajuci postupak na oc¢igledan nac¢in, dolazimo do sistema vektora

eip; ei_fl; el e € Ny;

AP—Qfpr; AP~ kap REE Aflgz € Ny;
: : (1.8)

Af]fp; Afkp 1 € Np—l;

fe € N,.

P

Pri tome treba razumeti da u tabeli (1.8) ima onoliko vertikala koliko
u tabeli (1.7) ima elemenata. Zbog jednostavnosti pisanja, umesto
vertikale ispod svakog elementa iz (1.7), piSemo vertikalu samo ispod
jednog elementa sa karakteristicnim indeksima.

Tabela (1.7) je oc¢igledno prva horizontala iz tabele (1.8). Posto je
ova horizontala baza u Ny, odnosno predstavlja skup linearno nezavis-
nih vektora, sledi da je sistem vektora iz (1.8) takode linearno nezavisan.
Prema tome, svaka vertikala iz (1.8) predstavlja sistem nula-vektora,
koji su baza odgovarajuceg lineala nad njima. Te lineale oznacimo sa
Vi. Zbog linearne nezavisnosti sistema vektora (1.8), sledi da sistem
svih baza po vertikalama ¢ini prirodnu bazu operatora A u potprostoru
W generisanim sistemom vektora (1.8).

Preostaje da dokazemo dim W = dim V', odakle sledi W =V, kao i

tvrdenje teoreme.

Iz A (N;y1) = Kiy1 C Ny C Ny sledi da je N, invarijantan
za A, Iz N; C N;;; takode sledi da je N(AY) C N;1;. Dakle, pos-
matramo redukciju operatora B; = Al|y Nigp @ Nigt — Nipi. Neka

je r; = rank(B;) = dimK;;; = k:2+1. Sada je, na primer, B; =
Aln, : Ny = Ny, N(By) = Ny i R(By) = K. Na osnovu osobine
dim N (By) + dim R(B;) = dim Ny, sledi da je ny + r; = ny. Na slican
nacin je ng+1ry = ng,. .., Ny_1 +7rp_1 = Ny, N, = n = dim V. Na osnovu
poslednjih jednakosti proizilazi da vazi

n=ny+nr+ro+---+rp=n+k+ks+--+kp
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Sa druge strane, broj vektora u tabeli (1.8) jeste:

L= phy+(p—Dkpa —kp) + (0= 2)(kp2 = kpa) +- -
+2(ky — ko) + 11 — Fy
= l{:p+kp_1—|—-~~+k2+n1:n.

Time je dokazana teorema. O]

Od posebnog je interesa prouciti matricu nilpotentnog operatora A
u bazi B prethodne teoreme. Na osnovu konstrukcije, svi potprostori

V; su invarijantni za A.
Neka je V; = lin B;, B; = (A*i~1g Aki=2g ... 'Ag g). Ako je z =
(2 -+ Jfk]gk €Viiakojey= A= [y --- yki];kia tada je

YA g+ g AR T2+ by 1 Ag+ ykg =
= 2 AR g+ 2 AR T2 g a1 A%g + 2y, Ag,

odnosno
9 010 --- 0 0]] ™
Y2 001 ---00|]|™
Y3 N o X3
: 000 - 0 1]~
Yki—1 000 - 0 0f "t
| yki a Bki - - L xkl n Bki

Prema tome, matrica operatora A; u bazi By, jeste:

(0 10 --- 0 0]
001 --- 00
[Adp, = |+ 1+ o i = dk(0),
000 --- 0 1
000 - 0 0],

7

i ova matrica se naziva elementarna Zordanova matrica koja odgovara
nilpotentnom operatoru.

Sada je ocigledno da matrica nilpotentnog operatora A u prirodnoj
bazi nula-nizova koji njemu odgovaraju, jeste
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J,(0) 0 0 - 0 0]

0 Jky(0) O .-~ 0 0
[Alp = : Do S
0 0 0 - J,0) 0

i 0 0 0o --- 0 O_

pri cemu se mogu javiti sledeéi slucajevi:

1) Po glavnoj dijagonali postoji samo elementarna nula-Zordanova
matrica, odnosno ne postoje matrice Ji, (0) za i = 1,...,l. Ovo je
moguce samo u slucaju kada je A = 0.

2) Postoji bar jedna od matrica Ji,(0). To je moguée samo ako je
A # 0. Tada je dimenzija najveée matrice Ji,(0) jednaka n(A).

Posledica 1.5.1. Ako je A € L(V') nilpotentan operator, tada je njegov
karakteristicni polinom Pa(X) = (—=1)"\", gde je n = dim V.

Prime¢ujemo da se i sada moze zakljuciti o(A) = {0}, ako je A
nilpotentan operator.

Teorema 1.5.2. Neka je A € L(V) singularan operator, ind(A) = p,
i neka je pa(A) = (=1)"A™ (X — Xg)™2 -+ (X — A\)™ karakteristicni
polinom operatora A. Tada je dim N (AP) = m;.

Dokaz. Pod uslovima ove teoreme vazi V = R(Ap)—T—N (AP), ova dekom-
pozicija kompletno redukuje A, A; = A|gr) : R(A?) — R(AP) je
invertibilan operator, i Ay = Alyar) : N(A?) — N(AP) je nilpo-
tentan operator, pri ¢emu je n(A;) = p. Na osnovu ranijeg rezul-
tata vazi Ps(\) = Pa,(A)Pa,(N). Ako je n; = dimN(AP), tada je
Pa,(A) = (=1)"A™. Ako bi bilo n; < mq, onda bi polinom Py, (\)
imao faktor A1 gde je m; — ny > 0. Medutim, poslednja situacija
je nemoguca, jer je A; invertibilan operator. Sledi da je ny =m;. 0O

Posledica 1.5.2. (a) Operator A € L(V') je nilpotentan ako i samo
ako je Pa(X\) = (—1)"\", pri cemu je n = dim V.
(b) Operator A € L(V) je nilpotentan, ako i samo ako je o(A) =

{0}.
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1.6 Zordanova normalna forma operatora

Neka je A € L(V). Ako postoji baza B prostora V i A € C, tako da je

A10 - 00
Oox1 -+ 00

Alp=1[: + + ... 1 1],
O 00 --- X1
_O 0 0 0 >\_

tada je B prirodna baza operatora A, a odgovarajuc¢a matrica jeste
elementarna Zordanova matrica operatora A. Lako je proveriti da tada
vazi o(A) = {A}.

Ako je A nilpotentan operator, tada za A postoji prirodna baza,
sastavljena od nula-nizova operatora A.

Dolazimo do centralne teoreme linearne algebre.

Teorema 1.6.1. Ako je A € L(V), tada postoji prirodna baza B pros-

tora V', 1 postoje kompleksni brojevi A1, ..., A, sa svojstvom
Ty, (A1) 0 e 0
I I
00 e A

pri cemu su Ji,(\;) elementarne Zordanove matrice.

Dokaz. Neka je
PAO) = (=170 =A™ (A= da)™ - (A = A)™

karakteristi¢ni polinom operatora A, pri cemu su Ay, ..., A\; sve razliCite
sopstvene vrednosti operatora A. Posmatramo operator By = A —
A1, koji je singularan. Na osnovu teoreme o preslikavanju spektra
polinomom, o(By) = {\A— A1 : XA € 0(95)}, te je karakteristi¢ni polinom
operatora B dat sa

Pp,(A) = (—=1)"A™ (A = Ag 4 A)™ -+ (A= A+ A)™.



1.6. ZORDANOVA NORMALNA FORMA OPERATORA 31

Na osnovu ranijeg rezultata, V =1} —T— Vi, pri ¢emu prethodna dekom-
pozicija kompletno redukuje B, redukcija operatora B; na Vi je nilpo-
tentan operator, i redukcija operatora By na V/ je invertibilan oper-
ator. Pri tome je my = dimV;, Vi = N(B") = N(A — M) i
p1 = ind(A— A\ 1) = ind(By). Nije tesko utvrditi da prethodna dekom-
pozicija kompletno redukuje i operator A. Za operator B; postoji
prirodna baza C; u potprostoru Vi, tako da je

Imi.1(0) 0 e 0
[Bile, = O Jml’.z(O) O
0 0 rnn (0)
Tada je
Iy 1(A1) 0 e 0
Ao, = | 0 e 0
0 0 e Tmn (M)

Ako je A; redukcija operatora A na Vi, i ako je Ay redukcija operatora
Ana V/, tada je Pa,(A) = (—=1)" (A — A\)™,

Pay(A) = (1) (A = Ag)™ - (A= A)™,

o(A) =o(A1)Uo(Az) io(A1)No(Az) = 0. Sada nastavimo postupak za
operator Ay na prostoru VY, na isti na¢in kao $to smo uradili za operator
A na prostoru V. Ovaj postupak se zavrsava u kona¢no mnogo koraka,
i time dokazujemo tvrdenje. O]

Sada dokazujemo rezultat u vezi Teroeme 1.2.4

Teorema 1.6.2. Neka je A € L(V) i dim'V = n. Postoji baza prostora
V' koja je sastavljena od sopstvenih vektora operatora A, ako i samo ako
za svako A € o(A) vazi rank(A— ) = n—m, pri cemu je m = alg(\).

Dokaz. — : Neka postoji baza B prostora V', koja je sastavljena od
spostvenih vektora operatora A. Tada je matrica operatora A u toj
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bazi dijagonalna, odnosno

A0 0

0 A 0
[A]B - . )

0 O An

pri ¢emu su na dijagonali sopstvene vrednosti operatora A. Ocigledno
jeza A € C:

A — A 0 0
0 Ag— A -+ 0
A= As = : S :
0 0 e A — A
Vazi:
Pis(A) =AM =) - (A= V).
Neka je my = alg(A1). Tada je Ay = Ay =--- = A\, 1 A\ # Aj za svako

j > m — 1. Sledi da dijagonalna matrica [A — A\{I]|p ima na prvih m
dijagonalnih mesta broj 0, a na preostalih n — m dijaginalnih mesta
brojeve razlicite od 0. Dakle, rank(A — A\ 1) =n —m.

<= : Posmatramo Zordanovu normalnu formu operatora A. Neka
je Pa(A) = (=1)"(A=Ay)™ -+ (A= \;)"™ karakteristi¢ni polinom opera-
tora A. Neka je V; potprostor koji je konstruisan u vezi sa A;. Tada je
dim Vi = my. Ako je rank(A— A1) = n—my, tada sopstvenoj vrednosti
A1 odgovara m; sopstvenih vektora, svi oni pripadaju prostoru Vi, i
stoga ¢ine bazu prostora V;. Postupak se nastavi za potprostore koji
odgovaraju ostalim sopstvenim vrednostima. O]

1.7 Projektori

Neka je V' vektorski prostor nad C i neka je P € L(V). Operator
P je projektor (idempotent, projekcija), ako je P> = P. Ako je P
projektor, onda je I — P takode projektor. Lako je proveriti da vazi
R(P)=N(I - P), kao i N(P) =R(I — P).
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Tvrdenje 1.7.1. Ako je P € L(V) projektor, tada je o(P) C {0, 1},
pri cemu je 0 jedini projektor ¢iji je spektar {0}, i I je jedini projektor
céiji je spektar {1}.

Takode je jednostavno proveriti sledeci rezultat.

Tvrdenje 1.7.2. Postoji dekompozicija V = Vi —T— Va, ako i samo ako
postoji projektor P € L(V), tako da je R(P) =V; i N(P) = Vj.

Dokaz. Ako je P projektor, tada je jednostavno proveriti da vazi V =
R(P) + N(P).

Sa druge strane, neka je V' = V; 4+ V;, dekompozicija prostora V.
Ako je x € V, tada postoje jedinstveno odredeni y € Vi i z € V5, tako
da je x = y+ z. Neka je P : V — V definisan kao P(z) = y. Lako

je proveriti da je P dobro definisan linearan operator, koji zadovoljava
uslove R(P) =V, i N(P) = Va. O

Ako je P projekcija sa V' na potprostor Vi, pri cemu je N'(P) = V5,
onda je u upotrebi naziv ” P je projekcija na V; paralelno sa V5« U
tom slucaju dekompozicija V = R(P) T N (P) kompletno redukuje P,
Plrpy =11 Plyp) = 0.

Dva projektora P, () € L(V) su uzajamno singularna, ako je PQ =
QP = 0. U tom slucaju je oznaka P1(Q).

Ako su P,(Q projektori, tada njihov zbir, razlika ili proizvod nisu
obavezno projektori.

Teorema 1.7.1. Neka su P, Q) projektori. Tada je P+ Q) projektor ako
i samo ako je P1Q. U tom sluéaju je R(P 4+ Q) = R(P) + R(Q) i
NP +Q)=N(P)NN(@Q).

Dokaz. = : Neka je P+ @Q projektor. Tada je P+ Q = (P + Q)? =
P?*+PQ+QP+Q* = P+PQ+QP+Q, odakle sledi da je PQ+QP = 0.
Mnozeé¢i poslednju jednakost operatorom P jednom s leva, drugi put
s desna, dobija se da vazi PQ + PQP = 0 = PQP + QQP, odnosno
PQ = QP. Kako je PQ + QP = 0, sledi da je 2PQ = 0, odnosno
PQ = 0.

<= Neka je PQ = QP = 0. Tada je trivijalno (P+Q)* = P+Q,
odnosno P + @) je projektor.
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Na kraju, ako je P + @) projektor, odnosno PQ) = QP = 0, proce-
nimo sliku i jezgro projektora P + Q.

Pretpostavimo da je x € N(P + @), odnosno Pz + Qx = 0.
Mnozenjem poslednje jednakosti (s leva) projektorom P, uz koriséenje
¢injenice PQ = 0, sledi da je P’z = Px = 0. Dakle, x € N(P).
Na isti nacin se dokazuje x € N (Q). Sa druge strane, ako je z €
N(P) N N(Q), trivijalno sledi da je x € N(P + Q). Prema tome,
N(P+ Q) =N(P)NN(Q).

Ocigledno je R(P+ Q) C R(P) +R(Q). Sa druge strane, iz PQ =
QP = 0 sledi da je R(P) C N(Q) 1 R(Q) C N(P). Kako je R(P)N
N(P) ={0} = R(Q) N N(Q), sledi da je R(P) N R(Q) = {0}. Neka
je x € R(P) + R(Q). Tada postoje jedinstveni vektori y € R(P) i
2z € R(Q) tako da je x = y + 2. Sledi da je (P + Q)z = (P + Q)y +
(P+Q)z=Py+Qz=y+2z=x,odnosno z € R(P + Q). O

Koristec¢i prethodini rezultat, razmatramo razliku dva projektora.

Teorema 1.7.2. Neka su P,(Q projektori. Operator P — Q) je projektor
ako i samo ako je PQ = QP = Q. U tom slucaju je R(P — Q) =

R(P)NN(Q) i N(P = Q) = N(P) + N(Q).

Dokaz. Neka su P,(Q projektori. Tada je P — () projektor, ako i samo
ako je I — (P — Q) = (I — P) + @ projektor. Prema Teoremi 1.7.1,
(I — P) + @ je projektor, ako i samo ako je (I — P)QQ = Q(I — P) =0,
odnosno ako i samo ako je PQ = QP = ). U tom slucaju je R((I —
P)+Q) =R(I-Q)+R(Q) = N(P)+R(Q), kao i N((I - P) + Q) =
N(I - P)NN(Q) =R(P)NN(Q). O

Sada posmatramo proizvod dva projektora.

Teorema 1.7.3. Neka su P,Q projektori. Ako je PQ = QP, tada
je PQ projektor, pri cemu je R(PQ) = R(P)NR(Q) i N(PQ) =
N(P)+N(Q).

Dokaz. Ako je PQ = QP, tada je (PQ)*> = P?Q? = PQ. Takode
je R(PQ) C R(P) i R(PQ) = R(QP) C R(Q), odnosno R(PQ) C
R(P) N R(Q). Sa druge strane, neka je x € R(P) N R(Q), odnosno
r = Py = Qz za neke y,z € V. Tada je PQr = PQQz = PQz =
Pz = PPy = Py = z, odnosno x € R(PQ).
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Vazi N(P) C N(QP) = N(PQ), kao i N(Q) C N(PQ), odakle
sledi N(P) + N(Q) € N(PQ). Sa druge strane, ako je x = y + z,
pri cemu je y € N(P) iz € N(Q), tada je PQx = PQ(y + z) =
QPy + PQz = 0, odakle sledi z € N (PQ), odnosno N (P) + N(Q) C
N(PQ). O

Ako je P projektor, tada je oc¢igledno ispunjeno P + (I — P) = I,
kao i PL(I — P). Ova situacija se moze generalisati na vise operatora.

Definicija 1.7.1. Neka su Pi,..., P, projektori koji su medusobno

komutativni i uzajamno singularni, odnosno za svako 7 # j vazi P, P; =
0= P;P,. Ako je
P+--+P, =1,

onda ova suma predstavlja rezoluciju jedinice.

Teorema 1.7.4. (a) Ako je Py + -+ P, = I rezolucija jedinice, tada
jeV =R(P) T L R(R) i N(P) = TR(P).
J#

(b) Ako je V.=V, ot Vi, @ ako je P; projekcija sa V na V;
paralelno sa —T— Vj, tada je Py + - -+ P, = I rezolucija jedinice.
i

Dokaz. (a) Neka je P, + -+ + P, = I rezolucija jedinice. Odmah
sledi da je V.= R(I) C R(P) + -+ R(FPx) = V. Sa druge strane,
iz P,P; = 0 zai # j sledi da je R(FP;) N R(P;) = {0}. Prema tome,

R(P)+-+R(P) = V. Iz P,P; = 0 takode sledi da je R(P;) C R(P)
za svako j # i. Prema tome, 4.—73(]3]) C N(P;). Sa druge strane, oba
J#i
potprostora —T—R(PJ) i N(P,) predstavljaju komplement potprostora
J#i

R(P;) do celog prostora V. Sledi iR(PJ) = N(P).
j#i
(b) Jednostavno. O

Neka je A € L(V) i neka je P, + --- + P, = I rezolucija jedinice.
Ako postoje Ay, ..., \x € C tako da je

A=NP+ o+ AP

tada prethodna jednakost predstavlja spektralnu rezoluciju operatora
A.
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Teorema 1.7.5. Postoji baza prostora V wu kojoj je operator A di-
jagonalan, ako i samo ako postoji spektralna rezolucija operatora A:
A=MP+ -+ MNPy, pricemuje PL+ -+ Py =110 A,..., \x Su
medusobno razliciti kompleksni borjevi.

U tom slucaju je o(A) = {A,..., %}, R(P) = N(A = NI) i
N(P) = iN(A — ).
VES

Dokaz. Neka je B baza u kojoj je operator A dijagonalan (odnosno
[A]p je dijagonalna matrica). Tada postoji baza sastavljena od sop-
stvenih vektora operatora A. Neka je o(A) = {\,..., Ax}, pri cemu
su sve nabrojane sopstvene vrednosti medusobno razlicite. Neka su
i,...,x; lienarno nezavisni sopstveni vektori koji odgovaraju sop-
stvenoj vrednosti A\;. Uz odgovarajuce oznake, yc{, e ,xij su linearno
neavisni sopstveni vektori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A;. Vazi

N(A=NI) =lin{,....a) }, iV =NA- M) T FN(A- M),
Neka je P; projektor na N (A — \;I) paralelno sa ;EN(A —\;I). Tada
j#

je P +---+ P, = I rezolucija jedinice. Nije tesko proveriti da vazi
A=MP,+ -+ A\Ps, i ovo je spektralna rezolucija operatora A.

Sa druge strane, neka je P, + --- + P, = [ rezolucija jedinice, i
neka je A = A\ Py + - - - + A\ Py spektralna rezolucija operatora A. Ako
je, recimo, A\; = A, lako je proveriti da je )y = P, + P, projektor,
Q1+ P3+- - -+ P, = I jerezolucija jedinice i A = \{Q1+ 3P+ - -+ Py
je spektralna rezolucija operatora A. Lako dolazimo do zakljucka da
bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti \; # \; za ¢ # j. Prema
ranijem rezultatu, V = R(F;) oo R(Pg). Ako je x € R(P;), tada
je Ax = APjx = Mz, odakle sledi da je \; € o(A), kao i N(A — \1) =
R(P). Trivijalno sledi da je N'(P;) = ﬂ;—N(A — ). O

JF

Na kraju dokazujemo dva rezultata o invarijantnim potprostorima
1 projektorima.

Tvrdenje 1.7.3. Neka je U potprostor od V, i neka je A € L(V).
Potprostor U je invarijantan za A, ako i samo ako je PAP = AP za
svaki projektor P € L(V) za koji je R(P) =U.
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Dokaz. Pretpostavimo da je AU C U i da je P projektor na U. Neka
jex € V. Tada je Px € U, te je APx = v € U. Stoga je PAPx =
Pv =v = APz, odnosno PAP = AP.

Sa druge strane, pretpostavimo da je P projektor na U sa svojstvom
PAP = AP. Neka je x € U. Tada je z = Pr i Av = APx = PAPzx €
R(P)="U. Dakle, AU C U. O

Tvrdenje 1.7.4. Neka jeV =U TWide L(V). Prethodna dekom-
pozicija kompletno redukuje A, ako i samo ako je AP = PA za projektor
P sa svogstvima R(P) =U i N(P) =V.

Dokaz. Pretpostavimo da dekompozicija V' = U —T— W kompletno re-
dukuje A, odnosno AU C U i AW C W. Neka je P projektor sa
svojstvom R(P) = U i N(P) = W. Tada je R(I — P) = W. Prema
prethodnom tvrdenju, sledi da vazi PAP = AP i (I — P)A(I — P) =
A(I — P). Elementarnim sredivanjem ove dve jednakosti, proizilazi da
je AP = PA. O
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Glava 2

Operatori na unitarnim
prostorima

2.1 Linearni funkcionali

Neka je V' vektorski prostor nad C (ili R). Linearno preslikavanje f :
V' — C (ili R) jeste linearan funkcional. Skup svih linearnih funkcionala
na V je vektorski prostor (nad istim poljem), i oznacava se sa V*.
Jednostavno je proveriti da je V* vektorski prostor nad istim poljem
kao i V', u odnosu na uobicajeno sabiranje i mnozenje skalarom. Dakle,
V* = L(V,C). Prostor V* je dualni prostor prostora V.

Ako je f € V*i f #0, tada je R(f) = C, odnosno f je surjekcija.
Na osnovu dim N (f) + dim R(f) = dim V = n, sledi da je dim N'(f) =
n — 1 ako je f # 0.

Teorema 2.1.1. (a) Ako jex € V, x # 0, tada postoji f € V* tako da
je f(z) # 0.

(b) Ako je x € V i f € V* tako da je f(x) # 0, tada je V =
lin{a} + N(f).

(c) Ako je f,g € V*\ {0}, tada je N(f) = N(g) ako i samo ako su
f 1 g linearno zavisni.

Dokaz. (a) Neka je x € V iz # 0. Postoji potprostor M od V tako

da je V = lin{x} + M. Ako je y € V, tada postoji jedinstven skalar
A 1 postoji jedinstven vektor z € M, tako da je y = Ax + 2. Neka je

39
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f 'V — C definisan kao f(y) = A. Lako je proveriti da je f € V* i
fa) =1,

(b) Neka je z € Vi f € V*, tako da je f(x) # 0. Tada je lin{z} +
N(f) = lin{x}J—N(f). Iz ¢injenice dim N (f) = n—1, gde je n = dim v,
sledi da je V = lin{z} + N(f).

(c) Neka je f,g € V* tako da je f = Ag zaneko A € C\{0}. Tada je
lako proveriti jednakost N'(f) = N(g). Sa druge strane, pretpostavimo
da je N(f) = N(g). Iz dimN(f) = n — 1 sledi da postoji z € V sa
svojstvom lin{z} J—./\f(f) = V. Tada je f(x) # 01 g(z) # 0. Neka je
A= f(x)/g(f). Lako je proveriti da je f = Ag. ]

Neka je B = (ey,...,e,) baza vektorskog prostora V. Definisimo

fi : B = C na slededi nacin: f;(e;) = 6;; = {

Ajej, onda neka je f;(x) = \;. Lako je proveriti da je f; € V*.
=1

j
Pretpostavimo da postoje skalari aq, ..., «a,, tako da je ay f1 +-- -+

anfn = 0. Tada je 0 = «; fi(e;) = a;. Sledi da su funkcionali fi,..., f,
linearno nezavisni.

Neka je f € V*. Ako je x € V proizvoljan, onda je xz = ) Aje;,
j=1

odakle sledi f(z) = > \,;f(e;). Prema prethodnom, \; = f;(x). Neka
j=1
je f(e;) = B; € C, 1 B; ocigledno ne zavisi od x. Tada je f(z) =
> -1 Bifi(x). Kako je z € V proizvoljno, sledi da je f = > B;fj,
j=1

odnosno B* = (fi,..., fn) je baza prostora V*.
Sledi da je dim(V*) = dim(V'). Baza B* je dualna bazi B.

Analogno se definise dualni prostor (V*)* = V** prosdtora V*.
Dakle, V** = L(V* ,C). Na osnovu prethodnog, vazi n = dimV =
dim V* = dim V**.

Postoji prirodna veza izmedu vektora prostora V i prostora V*.
Definisemo preslikavanje J : V' — V** na sledeéi nacin: neka je x € V'
i fe V™ tadaje J(z)(f) = f(x). Tada je J(z) € V**, i J se naziva
kanonsko preslikavanje.
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Teorema 2.1.2. Kanonsko preslikavanje J : V. — V** je linearan
operator i bijekcija (izomorfizam).

Dokaz. Lako je proveriti da je J linearno preslikavanje. Pretpostavimo
da je J(z) = 0. Tada je f(x) = 0 za svako f € V*, odakle sledi z = 0.
Dakle, N(J) = {0}. Time je dokazano da je J injekcija. Na osnovu
dim V = dim V** sledi da je J bijekcija. O]

Prethodna teorema predstavlja refleksivnost kona¢no dimenzion-
alnog prostora V.

Neka je M C Vi N C V*. Anulator (anihilator) skupa M definisan
je kao M° = {f € X*: f(m) = 0 za svako m € M}. Anulator skupa
N definisan je kao °N = {x € V : n(z) = 0 za svako n € N}. Ako je
M, C My, C V, tada je My C M7. Analogno, ako je Ny C Ny C V*,
tada je ° Ny C° Nj.

Tvrdenje 2.1.1. Nekaje M C V, N C V*, i neka su Vi, Vs potprostor:
od V.

(a) M° je potprostor od V*, °N je potprostor od V.

(b) °(M°) =lin M, (°N)° =lin N.

() VinVa)? =V +Vp, (Vi+V2)? =Vynvy.

Teorema 2.1.3. Ako je V =V, T Vs, tada je (V3 1 Vo) =Vp ¥ Vy.

Neka je A € L(V,W). Tada se na prirodan nac¢in definise operator
A W* > V* Akojex € Vi f e W* tada je A'f € V* definisan kao
(A’ f)(x) = f(Ax). Jednostavno je proveriti da je A" dobro definisano
linearno preslikavanje iz W* u V*. Operator A’ je adjungovan operator
operatora A.

Tvrdenje 2.1.2. (a) Ako je A,B € L(V,W) i \,u € C, tada je (ANA+
uB) = XA+ uB'.

(a) Ako je Ae L(V,W) i B e L(W,Z), tada je (BA) = A'B'.

(¢) Ako je A € L(V,W) invertibilan, tada je i A’ € L(W*,V*)
invertibilan, i (A7) = (A)~L

Teorema 2.1.4. Ako je A € L(V,W), tada je N(A') = R(A)° i
R(A") = N(A)°.
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Posledica 2.1.1. Ako je A € L(V,W), tada je rank(A) = rank(A").

Teorema 2.1.5. Neka je: B uredena baza prostora V, C' je uredena
baza prostora W, B* i C* su dualne uredene baze prostora V* i W*
redom. Tada je p-[A')c- = (¢[Alg) "

2.2 Skalarni proizvod i norma vektora

Definicija 2.2.1. Neka je V kompleksan (realan) vektorski prostor.
Funkcija s : V x V' — C (R) je skalarni proizvod u V', ako zadovoljava
sledece uslove:

(a) s(x,z) > 0 za svako z € V;

(b) s(x,z) = 0 ako i samo ako je x = 0;

(c) s(z,y) = s(y,x) za svako z,y € V;

(d) s(Ax + py, z) = As(z, 2) + ps(y, z) za svako z,y,z € V i svako
A e C(R).

Dakle, s je linearna funkcija po prvom argumentu, i konjugovano
linearna funkcija po drugom argumentu. Napominjemo da je stan-
dardna definicija u fizici obrnuta: zahteva se antilinearnost po prvom
argumentu, i linearnost po drugom argumentu. Neunificiranost defini-
cije skalarnog proizvoda podrazumeva posebnu pozornost kod primena
istog u fizici.

Oznaka za s(z,y) bi¢e (x,y), a u literaturi se srece i (z,y).

Ako je V realan vektorski prostor, onda je skalarni proizvod pres-
likavanje iz V' x V u R, i ima sva pomenuta svojstva. U ovom slucaju je
(x,y) = (y, x), jer konjugovanje nema smisla. Sada je skalarni proizvod
linearna funkcija po oba argumenta.

Primer 2.2.1. U vektorskom prostoru C" skalarni proizvod je definisan
kao (z,y) = > x;y;, ako je v = (x1,..., %), ¥ = (Y1, .-, Yn)-
j=1

Ako je V wvektorski prostor sa skalarnim proizvodom, onda je V
unitaran prostor.

Definicija 2.2.2. Neka je V kompleksan (realan) vektorski prostor.
Funkcija || - || : V' — R je norma u V, ako su ispunjeni uslovi
(a) ||z|| > 0 za svako x € V;
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(b) ||lz|| = 0 ako i samo ako je x = 0;
(c) [[Az|| = |A|||z|| za svako A € C (R) i svako = € V;
(d) ||z + y|| < l|z]] + ||ly]| za svako x,y € V (nejednakost trougla).

Dakle, norma uopstava pojam intenziteta geometrijskog vektora.

Tvrdenje 2.2.1. Ako je || -|| norma na V, tada za svako x,y € V vazi
[zll = ligl| < llz = .

Dokaz. Za x,y € V vazi: ||z]| = ||z —y +y| < ||z —y|| + ||yl|, odakle
sledi [|z]| — [|yl| < [z —y||. Analogno se dokazuje [|ly|| — ||z]| < ||z —y]|.
Iz poslednje dve nejednakosti sledi tvrdenje. O

Na jednom vektorskom prostoru se na vise nac¢ina moze zadati norma.
Od posebnog interesa jeste norma koja je indukovana skalarnim prozvodom.

Teorema 2.2.1. Neka je V' unitaran prostor sa skalarnim proizvodom
(-,-). Tada je ||z|| = \/{x,x) norma na V, koja zadovoljava uslove:
(a) | (z,9) | < ||lz||[ly]| (nejednakost Kosi-Svarca-Bunjakovskog);
() |z +yl|* + |l= — y||* = 2||z]]* + ||ly||* (jednakost paralelograma).

Dokaz. 1z ¢injenice (x,z) > 0 sledi da je ||z|| dobro definisana funkcija.
Osobine ||z|| = 0 ako i samo ako x = 0, kao i || Az|| = |A|||z|| za svaki
vektor x i svaki broj A, slede neposredno iz definicije funkcije || - ||.
Jednakost paralelograma takode neposredno sledi iz definicije funkcije
-1

Da bi dokazali nejednakost trougla, prvo ¢emo dokazati nejednakost
Kosi-Svarca-Bunjakovskog. Neka je z,y € V i neka je A proizvoljan
broj. Ako je (z,y) = 0, tvrdenje je dokazano. U suprotnom, vazi

= (z,y) = Mz,y) = A () — Xy, ) |-

0 < Jlz=My|*=(z— Ay, z — \y)

Neka je A = % Tada je

vy

Y

<y,fL‘> (a:,y) — ”xl|2 o | <l‘,y> |

0<{mn) =) P
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odakle odmah sledi trazena nejednakost.
Nejednakost trougla dokazujemo na slede¢ i nac¢in. Za x,y € V vazi

lz+yll? = (z+y,z+y) = (x,2)+ (,9) + (y,2) + (¥, 9)
z|” + 2 Re (z,y) + [Jy|?
< P+ 20|zl lyl + yll? = (=) + lyl)>.

Na taj nac¢in je dokazana teorema. O]

Interesantno je napomenuti da se skalarni proizvod moze rekonstru-
isati na osnovu norme. Dokaz naredne teorem sledi na osnovu definicije
norme.

Teorema 2.2.2. (Polarizaciona jednakost) Neka je V' vektorski prostor
sa skalarnim proizvodom (-,-) i odgovarajué¢om normom || - ||.
(a) Ako je V' realan vektorski prostor, tada za svako x,y € V vazi

1
(w,5) = 5 (o + 9l = llz = yll?).

(b) Ako je V' kompleksan vektorski prostor, tada za svako x,y € V.
vazi

1 i , .
(r.y) = 7 (lz 4+ ylI> = ll= — yl*) + 1 ([l + iyl — [J= — iy|]?) -

Tvrdenje 2.2.2. Neka je V' vektorski prostor sa skalarnim prozivodom
(,+, ) i odgovarajué¢om normom || - ||. Tada funkcija d(z,y) = ||z — y||,
za svako x,y € V', ima sledeéa svojstva:

(a) d(m,y) >0 za svako x,y € V;
(b) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x =y, za svako x,y € V;
(c) d(z,y) Y, x) za svako x,y € V;

= d(y
(d) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), za svako x,y,z € V (nejednakost
trougla).
Drugim recima, d je metrika u vektorskom prostoru V. Velicina
d(x,y) je rastojanje izmedu vektora x i y.

Primer 2.2.2. U prostoru C" Euklidova norma vektora x definisana
je kao
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Euklidovo rastojanje u istom prostoru C" definisano je kao

n 1/2
d(z,y) = lz =yl = (ZI% —yj!2> :
j=1

Potpuno analogna situacija je u prostoru R".

Neka je (x,), niz tacaka unitarnog prostora V', i neka je z € V. Niz
tacaka (z,), konvergira ka x u smislu norme, ako je lim ||z, — | = 0.
n—oo

2.3 Ortogonalna baza i dekompozicija
prostora

Nadalje je V' unitaran vektorski prostor sa odgovaraju¢im skalarnim
proizvodom i normom. Vektori x,y € V su uzajamno ortogonalni, u
oznaci z_ly, ako je (z,y) = 0.

Definicija 2.3.1. Sistem vektora {ej,...,e} je ortogonalan, ako je
(€i,e;) = 0 za svako i # j, kao 1 (e;, ;) # 0.

Prethodni sistem je ortonormiran, ako je ortogonalan i ako je ||e;|| =
lzasvakoi=1,... k.

Tvrdenje 2.3.1. Svaki ortogonalan sistem vektora je linearno nezav-
san.

Dokaz. Neka je {eq, ..., e} ortogonalan sistem vektora, i neka postoje
brojevi Aq,..., A\, tako da je

)\1€1+"'+)\k€k:0.

Tada je
0=(0,€) = (Aer 4 + Mex, €5) = Ailes]|?,

odakle sledi \; =0 za svakot=1,... k. O
Definicija 2.3.2. Ako je B = (ey,...,e,) baza unitarnog prostora

V', pri ¢emu je {eq, ..., e,} ortogonalan (ortonormiran) sistem vektora,
tada je B ortogonalna (ortonormirana) baza prostora V.
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Ukoliko je data proizvoljna baza, tada se Gram-Smitovim postup-
kom ortogonalizacije dolazi do ortogonalne, ili ortonormirane baze pros-
tora V. Pri tome treba voditi racuna da sve baze jednog vektroskog
prostora imaju isti broj elemenata.

Neka je B = (fi,..., fn) proizvoljna baza prostora V. Primenimo
slededi algoritam:

. _
, = 2L
£l
€
6,2 = fo— <f27€1>€17 €2 = 777>
les
k—1 o
e;c = fkﬁ_z<fkaej>€j7 ek:”e_icna
i=1 k
n—1 ¢!
e:v, = fn_z<fn»6j>ej7 en: ||€ 7;6’”
=1 "
Lako je proveriti da je B} = (e1,€),...,el) ortogonalna baza, dok je
By = (e, e, ...,6e,) ortonormirana baza prostora V.

Posledica 2.3.1. Za svaki unitaran prostor V postoji ortogonalana
(ortonormirana baza).

Neka je B = (ey,...,e,) ortogonalna baza prostora V i neka je
x € V. Tada je
x:/\lel"f_"'_’_)\nena

za neke brojeve Aq,..., \,. Tada je

(z,e5) = AjllesI?,

odakle sledi \; = ffveﬂg. Dakle,

e;l]

e, (2.1)
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i ova reprezentacija vektora x naziva se Furijeova reprezentacija od x u
odnosu na B.
Ako je B ortonormirana baza, onda je Furijeova formula jos jednos-

tavnija:
n

xr = Z (x,€5) e;.
j=1
Uzajamnu ortogonalnost dva vektora jednostavno je produziti na
uzajamnu ortogonalnost skupova. Ako je M C V', onda je

M*={yeV:ylx zasvakox € M}.
Takode je (M*1)+ = M++.

Tvrdenje 2.3.2. (a) Ako je M C V, tada je M=+ potprostor od V i
M c M+t
(b) Ako je M potprostor od V , tada je MM+ = {0} i M = M++.

Dokaz. Tvrdenje (a) sledi jednostavno. Takode nije tesko proveriti
da je M N M+ = {0}. Pretpostavimo da je M # M*+. Uvek je
M C M**. Neka je B; ortogonalna baza potprostora M. Tada postoji
vektor v € M+ koji je ortogonalan na sve vektore iz B. Sledi da je
v € M+NM*+ sto je prema delu (a) nemoguée. Dakle, M = M+, O

Ako su M; i M5 podskupovi od V' sa svojstvom my_Lmsy za svako
my € M i svako mo € Ms, tada su podskupovi M; i M, uzajamno
ortogonalni, u oznaci M; L M.

Ako su Vi i V5 potprostori od V, pri cemu je V =V —|.— VoiVilVs,
tada je V' ortogonalna suma potprostora V; i Vo, u oznaci V=V, @ V5.

Sada formulisemo i dokazujemo vazan rezultat o ortogonalnoj dekom-
poziciji prostora V.

Teorema 2.3.1. Neka je V' unitaran prostor i neka je M potprostor
od V. Tada je V=M ® M=,

Dokaz. Na osnovu ranijih rezultata vazi M + M+ = M T Mt =
M@ M~ C V. Treba dokazati da je V C M @®M~*. Neka je x € v i neka
je By = (e1,...,ex) ortonormirana baza potprostora M. Posmatrajmo
vektor

u=(x,e1)e; + -+ (x,er)ex € M.
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Ako je v = x — u, tada je (v,e;) = (x,e;) — (u,e;) = 0, odakle sledi
da je v LM, odnosno v € M+. Dakle, x = u + v, pri éemu je u € M i
vE M*. O]

Teorema 2.3.2. Neka je {z1,...,x} ortogonalan sistem vektora. Tada
vazi Pitagorina teorema

w1+ ] = [lal® A+l
Dokaz. Na osnovu veze izmedu norme i skalarnog proizvoda, vazi:

oy 4+ aal? = (o4 e m + 4 )
— <x1al‘1>+"'+<xk7$k>
=zl -l

[]

Teorema 2.3.3. Neka je {eq, ..., ex} ortonormiran sistem vektora, x €
Viy=(x,er)er+ -+ (x,ex) ex. Tada vazi nejednakost Besela

Iyl < [lz]l.

Dokaz. Nekaje M =lin{ey,..., e, }. TadajeV = MMt ix = x,+xy,
pri ¢emu je v1 € M i x5 € M*. Vazi

k
.T 6] E xl,ej j = 1.

1 7=1

k
j:

Primena Pitagorine teoreme na x dovodi do nejednakosti ||z||? = ||z ||*+
=1 = [lyl>. O

2.4 Konjugovani operator

Neka je V' unitaran prostor, z € vi f : V — C preslikavanje definisano
kao f(y) = (y,x) zasvakoy € V. Tadaje f € V* odnosno f je linearan
funkcional na V. Risova teorema o reprezentaciji tvrdi da je svaki
linearan funkcional na V' reprezentovan preko skalarnog proizvoda.
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Teorema 2.4.1. Neka je V unitaran prostor. Tada f € V* ako i
samo ako postoji jedinstven vektor x € V' tako da za svako y € V wvazi

fy) = (y, 2).

Dokaz. Neka je f € V*. Ako je f = 0, onda se moze uzeti x = 0.
Pretpostavimo da je f # 0. Ako je dimV = n, onda je dim N (f) =
n—1. Postoji vektor z € N'(f)* tako da je V = lin{z} ® N(f). Neka je

T = ﬁcz(\zgz Za svako y € V postoje jedinstveni vektori y; = Az € lin{z}

iys € N(f), tako da je y = y1 + y2. Tada je f(y) = Af(z). Sa druge
strane, vazi (y,z) = <)\z, %z> = A\f(z). Dakle, f(y) = (y,x).
Pretpostavimo da postoji vektor xy € V, tako da za svako y € V'
vazi f(y) = (y,x) = (y,x1). Tada je (y,x — 1) = 0 za svako y € V,
odakle sledi x = z;. O
Dokazujemo rezultat o egzistenciji i jedinstvenosti konjugovanog op-
eratora.

Teorema 2.4.2. Neka su V,W wunitarni prostori i A € L(V,W). Pos-
toji jedinstven operator B € L(W, V), tako da za svako x € V iy e W
vazi (Ax,y) = (x,By). Operator B se oznacava sa A* i naziva se
(Hilbert) konjugovani operator od A.

Dokaz. Neka je y € W. DefiniSimo preslikavanje T, : V' — C na sledeci
nacin: Ty (z) = (Ax,y) za svako x € V. Tada je T, € V*. Na osnovu
Risove teoreme o reprezentaciji funkcionala, sledi da postoji jedinstven
vektor v € V, tako da za svako x € V vazi T,(z) = (x,v), odnosno
za svako ¢ € V vazi (x,v) = (Ax,y). Neka je B : W — V definisan
kao By = z. Prema prethodnom razmatranju, B je dobro definisano
preslikavanje. Za preslikavanje B ocigeldno vazi (Ax,y) = (x, By) za
svako x € V isvako y € W. Dokazujemo jedinstvenost. Pretpostavimo
da postoji operator C' € W, V) tako da za svako z € V' i svako y € W
vazi (Az,y) = (x,Cy). Tada za svako z € V i svako y € W vaz
(x, By) = (z,Cy), odnosno (z, (B — C)y) = 0. Sledi da je B = C.

Dokazujemo linearnost operatora B. Neka je x € V, y,z € W i
A € C. Tada je

(x, B(A\y + pz)) = <_A93, Ay + pz)

X (Az,y) + 71 (Az, 2)
= (z,\By+ uBz).
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Prethodni identitet vazi za svako x € V| te sledi da je B(A\y 4+ pz) =
ABy + nBz za svako y,z € W isvako A\, u € C. Dakle, B je linearan
operator. ]

Korisno je napisati identitet koji zadovoljavaju operatori A € L(V, W)
iA* e LW, V):

(Az,y) = (x, A%y), zasvako z € V isvakoy € W.

Formulisemo vazan rezultat o osobinama konjugovanog operatora.
Dokaz se ostavlja ¢itaocu kao jednostavna vezba.

Tvrdenje 2.4.1. Neka su U, V,W unitarni prostori, A,B € L(V),
C,D e L(V, W), F c L(U, V) 1 A€ C. Tada vazi:
(a) (C+ D)= B*+ C*;
(b) (AC)* —AC*'
(d) ( ) iy A%y
(e) I* =1, 0" = 0x;
(f ) ako je C invertibilan, onda je C* invertibilan i vazi (C71)* =
c)t

Neka je B = (ey,...,e,) ortonormirana baza prostora V' i neka je
= (f1,..., fm) ortonormirana baza prostora W. Ako je A € L(V, W)
i ako je ¢[A]lp = [@ijlmxn odgovarajuéa matrica operatora A, tada je

5[A%c = [@ilnxm = (c[Al) "

Teorema 2.4.3. Neka je A € L(V,W). Tada vazi:
(a) V(A7) =R(A)

(b) R(A*) = N(A)';
(¢) N(A"A) = N(A4);
(d) R(A*A) = R(A).

Dokaz. (a) Neka je x € W proizvoljno. Tada je:

reN(A") < (A'z,y) =0zasvakoy e W
< (z,Ay) =0zasvakoy € W
<~ z1R(A).

(b) U jednakosti (a) umesto operatora A posmatrati operator A*.
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(c) Inkluzija N(A) C N(A*A) je ocigledna. Pretpostavimo da
je x € N(A*A). Tada je Az € N(A*), a na osnovu (a) sledi da je
Ax LN (A*). Dakle, Az = 0.

(d) Na osnovu (a) i (b) vazi W = R(A) @ N(A*) iV = N(A) &
R(A*), te je R(A) = A(R(A¥)).

R(A™A) = A"(AN(A) @ R(A")) = A"(A(R(A")) = A"(R(A))
A*(R(A) & N(A%)) = R(A").

2.5 Normalni operatori

Operator A € L(V') se moze dijagonalizovati, ako postoji baza B pros-
tora V, tako da je [A]p dijagonalna matrica. Na dijagonali ove matrice
se u tom slucaju nalaze sopstvene vrednosti operatora A. Operator A
se moze unitarno dijagonalizovati, ako postoji ortonormirana baza O
prostora V', tako da je [A]p dijagonalna matrica.

Pretpostavimo da se operator A moze unitarno dijagonalizovati.
Neka je O odgovarajuca ortonormirana baza i neka je

M O - 0
[Alo=10 X -+ 0],
0 0 -+ A,

pri cemu je Ay, ..., \, € C. Tada je

A 2 e 0
Al =1AT0=10 X - 0
0 0 - X\,

i AA* = A*A. Dokazacemo kasnije da poslednja jednakost predstavlja
kljuénu ¢injenicu za operatore koji se mogu unitarno dijagonalizovati.
Takode je A = A* ako i samo ako je \; € R za svako i = 1,...,n.
Dokazac¢emo da je i ova ¢injenica fundamentalna.

Definicija 2.5.1. Operator A € L(V) je:
(a) normalan, ako je AA* = A*A;
(b) samokonjugovan (ermitski), ako je A = A*;
(c) unitaran, ako je AA* = A*A = 1.
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Oznac¢imo sa N(V), H(V) i U(V), redom, skup svih normalnih,
samokonjugovanih i unitarnih operatora iz L(V'). Tadaje H(V),U(V) C
N(V).

Teorema 2.5.1. Neka je A,B € N(V) i ue€ H(V). Tada je
(a) NMA+puB e N(V);
(b) ako je A*B = BA*, tada je AB € N(V);

(c) N(A) = N(A*) R(4) = R(A").

(d) ind(A) <

(e) Ako je A mvermbzlan tada je A~ € N(V).

Dokaz. (a) i (b) sledi na osnovu jednostavne provere.
(c) Za s € V vazi:

reN(A) < (Az,Ar) =0 < (A*Ax,2) =0 < (AA"z,x2) =0
— (A", A*z) =0 < z € N(A).

Dakle, N (A) = N(A*). Razmatranjem ortogonalnih komplemenata u
poslednjem identitetu proizilazi da je R(A) = R(A").
(d) Na osnovu (c) sledi da vazi
R(A) = A(V) = A(R(A*) @ N(A)) = A(R(A) @ N(A)) = R(A?).
Dakle, ind(A) < 1. O
Definicija 2.5.2. Operator A € L(V) je EP, ako je ind(A4) <1

Na osnovu prethodne teoreme sledi da svaki normalan operator jeste
EP. Za EP operatore vazi:

R(A) = R(A%) = -+ = R(A") = R((AP) =+
kao i

NA)=N(A%) = = NA) =N((A)) =,
odakle sledi naziv ovih operatora na engleskom jeziku: equal power.

Teorema 2.5.2. Neka je A€ N(V).
(a) Ako je Ax = Az za neko A € C i neko x €V, tada je A*x = Az
(b) Ako je Ax = Az i Ay = py, pri cemu je X # pu, xz,y # 0, tada
je xLy. Specijalno, N(A — NI)LN (B — XI).
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Dokaz. (a) Neka je Az = Az. Tada je

0 = (A=XDz, (A= X)z) = (A= X)"(A— Nz, x)
(A=XD(A=X)'z,x) = (A= N)"z,(—A])"x),

odakle sledi A*x = \z.

(b) Vazi
Az, y) = (Ax,y) = (Az,y) = (2, A%y) = (2, 1Y) = p(2,y).
Kako je A # p, mora biti z_Ly. m

Tvrdenje 2.5.1. Neka je A € N(V) i neka je U potprostor od V' koji je
invarijantan za A 1 A*. Tada je redukcija Ay = Aly : U — U normalan
operator.

Dokaz. Potprostor U je invarijantan za A i A*, pa je invarijantan
i za operator AA*. Takode je (AA*)|y = A|lpA*|y. Lako je proveriti
AlL|U = A*|UA|U, kao i A*|U = A}, odakle sledi trazeni rezultat. [

Teorema 2.5.3. Neka je A,B€ H(V) i A €R. Tada je:
(a) A+ Be H(V);
(b) XA e H(V);

(¢c) AB € H(V) ako i samo ako AB = BA;

(d) ako je A invertibilan, onda je A™' € H(V)

Dokaz. (c¢) Neka je A,Be€ H(V)i AB = BA. Tada je B*A* = A*B* i
vazi
(AB)" = B*A* = A*B* = AB,
odakle sledi AB € H(V).
Sa druge strane, neka je A, B, AB € H(V). Tada je

AB = (AB)* = B*A* = BA.
0

Teorema 2.5.4. Neka je A € L(V). Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(a) Ae H(V);
(b) (Az,x) € R za svako x € V;
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Dokaz. (a) = (b): Nekaje A€ H(V)ixz € V. Tada je

(x,Ax) = (Ax,x) = (v, A"x) = (z, Az)

odakle sledi (Az,z) € R.
(b) = (a): Neka je (Az,x) € R za svako x € V. Tada za svako

x €V vazi
(x,Ax) = (Azx,x) = (x, A", 1),

te je (z, (A — A*)z) = 0. Sledi da je A = A*. O
Teorema 2.5.5. Ako je A € H(V), tada je c(A) C R.
Dokaz. Neka je A € 0(A) i Ax = Az, © # 0. Tada je

Mz, z) = (\x,x) = (Ar, 2) = (x, Az) = (2, \1) = X (2, 1),

odakle sledi \ € R. O]

Jednostavno je proveriti sledeéi rezultat.

Tvrdenje 2.5.2. Neka je A € L(V). Tada je AA*, %(A + A%), %(A —
A*) e H(V). Takode je (AA*x,z) > 0 za svako x € V.

Definicija 2.5.3. Operator Re(A) = (A4 + A*) se naziva realni deo
operatora A, dok je Im(A) = 5-(A — A*) imaginarni deo operatora A.

Naravno, A = Re A + ¢ Im A.

Tvrdenje 2.5.3. Za svako A € L(V) operatori Re A i Im A su jedin-
stveni operatori iz H(V') tako da je A=ReA+ilmA.

DokazNeka je A = A1+iBy = Ay+1Bs, za neke operatore Ay, As, By, By
H(V). Tada je Ay — Ay = i(By — B;). Posmatranjem konjugovanih
operatora u poslednjoj jednakosti, sledi da je A1 = Ay 1 By = By,. 0O

Definicija 2.5.4. Neka je A € H(V). Operator A je pozitivan, ako je
(Az,x) > 0 za svako z € V.

Ako je A € L(V), tada je AA* pozitivan operator.

Ako su X, Y € L(V) proizvoljni operatori, operator [X,Y] = XY —
Y X se naziva komutator operatora X i Y. Sledeci rezultat se dokazuje
direktnom proverom.
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Tvrdenje 2.5.4. (a) Operator A € L(V) je normalan, ako i samo
[Re A, Im A] = 0.

(b) Operator A € L(V') je normalan, ako i samo ako za svako x € V
vazi ||Az|| = ||A*x]|.

Definicija 2.5.5. Operator A € L(V) je izometrija, ako je ||Az|| = ||z|
za svako z € V.

Tvrdenje 2.5.5. Neka je A € L(V') unitaran operator. Tada je ||Azx|| =
|z|| za svako x € V. Ako je A invertibilan operator, tada je A~ takode
unitaran i 1zometrija.

Dokaz. Neka je A unitaran i z € V. Tada je
|Az||* = (Az, Az) = (A"Az,z) = ||=|*
O

Tvrdenje 2.5.6. Ako su A, B € L(V) unitarni operatori, tada je UV
unitaran operator.

Dokaz. Nekasu A, B unitarni operatori. Tada je (AB)*AB = B*A*AB =
B*IB = I. Analogno se dokazuje AB(AB)* = I, odakle sledi da je AB
unitaran operator. O

Teorema 2.5.6. Ako je U matrica prelaza sa ortonormirane baze By
na ortonormiranu bazu By, tada je U unitarna matrica.

Tvrdenje 2.5.7. Ako je A unitaran operator i X\ € o(A), onda je
A = 1.

Dokaz. Neka je A unitaran i Az = Az, pri ¢emu je z # 0. Tada
je A*z = Az, i stoga vazi ¢ = A*Ar = AA*z = Mz, odakle sledi
Al = 1. O

Za potprostor M, njegov ortogonalni komplement M je jedin-
stveno odreden. Stoga je dekompozicija V = M @ M~ jedinstvena
za svaki potprostor M od V. Neka je V = M @ M~*. Projektor P sa V
na M paralelno sa M+, naziva se ortogonalan projektor na potprostor
M. Na osnovu prethodno recenog, ortogonalan projektor na potprostor
M je uvek jedinstven.
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Teorema 2.5.7. Neka je V = M @® ML, P je ortogonalan projektor na
M ixeV. Tada vazi

— Pz|| = inf ||z —y||.
lv = Pal| = inf |z —y]

Dokaz. Akojex € Viy €V, ondaje Pr € M, (I-P)x = x—Px € M+
i Pr —y € M. Na osnovu Pitagorine teoreme sledi da vazi

lz =yl = llo = Pz + Px — y||* = |z — Pa|® + || Pz — y|*.
Sledi da desna strana ima najmanju vrednost po y ako je y = Px. [

Teorema 2.5.8. Neka je P € L(V) projektor. Tada su sledeéa turdenja
ekvivalentna:
(a) P je ortogonalan projektor;
(b) P je pozitivan operator;
(¢c) P je ermitski operator;
(d) P je normalan operator;

Dokaz. (a) = (b): Neka je P ortogonalni projektor. Tada je V =
R(P) @ N(P). Ako je x € V, tada je x = a1 + o, pri ¢emu je
11 € R(P) i xy € N(P). Vazi (Pz,x) = (z1, 21 + 22) = ||21]]*> > 0, te
je P pozitivan operator.

(b) = (c) = (d): Ocigledno.

(d) = (a): Ako je P projekor i normalan operator, tada je V =
R(P) ® N(P), prema ranijem rezultatu. Dakle, P je ortogonalan pro-
jektor. O]

Definicija 2.5.6. Operator A € L(V) je parcijalna izometrija, ako je
|Az|| = ||z]| za svako x € N(A)*+.

Svaka izometrija je takode i parcijalna izometrija.

Teorema 2.5.9. Ako je A € L(V,W) parcijalna izometrija, onda je
AA* ortogonalan projektor na R(A), i A*A je ortogonalan projektor na
R(A*).

Teorema 2.5.10. Neka je A € L(V,W). Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(a) V' je parcijalna izometrija;
(b) A* je parcijalna izometrija;
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(c) AA* je ortogonalan projektor;
(d) A*A je ortogonalan projektor;
(
(

2.6 Spektralna svojstva normalnih
operatora

Familija operatora F = {A} iz L(V) je Abelova familija, ako svaka dva
operatora iz te familije komutiraju (u smislu mnozenja operatora).

Teorema 2.6.1. Neka je F Abelova familija operatora iz L(V'). Postoji
vektor e € V', e # 0, tako da za svako A € F postoji Ay € C tako da je
Ae = A e.

Dokaz. Ako bi svaki operator A € F bio skalarni umnozak identickog
operatora, odnosno ako za svkao A € F postoji A € C tako da je
A = Mal, onda bi tvrdenje bilo dokazano. Naime, svaki ne-nula vektor
e € V zadovoljavao trazene uslove.

Dokaza¢emo da u opstem sluc¢aju postoji netrivijalan potprostor U
od V, tako da redukcija svakog operatora A € F na U jeste skalarni
umnozak identickog operatora. Neka je A; € F operator koji nije
skalarni umnozak identickog operatora. Postoji netrivijalni invarijan-
tan potprostor X; operatora A, tako da je redukcija A; = Alx, : X; —
X skalarni umnozak operatora Ix,. Takode je 1 < dimX; < n — 1.
Ako je B € F proizvoljan operator, tada je X; takode invarijantan za
B. Dakle, postoji redukcija By = B|x, : X1 — X;. Dakle, familija
svih redukcija operatora iz F na potprostor X; postoji, i to je Abelova
familija operatora na X, koju oznacavamo sa Fji.

Ako je svaki operator iz F; skalarni umnozak identickog operatora
Ix,, tvrdenje je dokazano. Ako to nije slicaj, neka je C' € F; operator
koji nije skalarni umnozak identickog operatora. Postoji netrivijalni
invarijantni potprostor Xy, tako da je redukcija Cy = Clx, : Xo —
Xy skalarni umnozak operatora Ix,. Tada posmatramo familiju F3
redukcije svih operatora iz F; na potprostor Xs.

Postupak se uvek moze nastaviti, jer postojanje netrivijalnih in-
varijantih potprostora jeste posledica postojanja sopstvenih vrednosti
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operatora. Takode, postupak se uvek zavrsava: ako je Xj = lin{e} u
jednom trenutku, tada je e trazeni vektor. [

Teorema 2.6.2. Neka je F = {A} Abelova familija normalnih opera-
tora na V. Tada postoji ortonormirana baza B = (ey, ..., e,) prostora
V', tako da je svaki vektor ove baza sopstveni vektor svakog operatora
A € F. Specijalno, matrica svakog operatora A € F u bazi B je dijag-
onalna.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, postoji jedini¢éni vektor e; € V,
tako da za svako A € F postoji Ay € C, sa svojstvom Ae; = Ne.
Takode je A*e; = Eel. Sledi da je potprostor lin{e;} invarijantan
za A1 A*. Sledi da je lin{e;} invarijantan za B i B* svako A € F.
Neka je X; = lin{e;}+. Tada je X; takode invarijantan za B i B*
za svako B € F. Oznacimo sa JF; redukciju svih operatora iz F na
potprostor X;. Tada je F; Abelova familija normalnih operatora na
X;. Nastavljajuéi dalje postupak, u konacno mnogo koraka dobijamo
trazeni rezultat. []

Posledica 2.6.1. Ako je A normalan operator na V, onda postoji
ortonormirana baza b prostora V', tako da je [A]lp dijagonalna matrica.

Posledica 2.6.2. Ako je [A] normalna matrica, onda postoji unitarna
matrica [U], tako da je [U]*[A][U] dijagonalna matrica.

Posledica 2.6.3. Spektar ermitskog operatora je posdkup od R.

Definicija 2.6.1. Operatori A, B € L(V') su unitarno ekvivalentni, ako
postoji unitaran operator U, tako da je A =U*BU.

Teorema 2.6.3. Normalni operatori A, B € L(V) su unitarno ekvi-
valenti, ako i samo ako je Py = Pg.

Dokaz. Ako je A =" U*BU, pri ¢emu je U unitaran operator, onda je
det(A — M) = det(B — \I), te je P4 = Pp.

Obrnuto, neka je P4 = Pg. Neka su Ay,..., )\, razli¢ite sop-
stvene vrednosti operatora A, pri ¢emu su odgovarajuCe algebarske
visestrukosti jednake kq, ..., k,. Neka je By = (ey,...,e,) ortonormi-
rana baza u V, tako da je [A]p, dijagonalna matrica: ova matrica po
dijagonali ima vrednost A; na ta¢no k; mesta (i = 1,...,m). Neka
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je By = (f1,..., fm) ortonormirana baza u kojoj [B]p, jeste dijago-
nalna matrica. Lako je preurediti ove baze, tako da je [A]p, = [B]g,.
Neka je U : V' — V linearan operator definisan kao Uey = fr. Op-
erator U je unitaran jer povezuje dve ortonormirane baze. Takode,

U*BUe, = \ep, = Aey, za svako k, te je A =U*BU. O

Posledica 2.6.4. Ako je A € L(V) normalan operator i A € o(A),
tada je alg(\) = geom(\).

Definicija 2.6.2. Familija projektora Py, ..., P, je ortogonalna dekom-
pozicija jedinice, ako je

(a) Pf = P # 0 za svako k;

(b) PiP; =0 zai#j;

(c) =3 P

Ako je A, € C, A = Y NP i B = wrPe, tada je lako
k=1 k=1

proveriti da vazi AB = BA = Y A\ Py. Takode je A* = S APy, te
k=1 k=1

je AA* = A*A, odnosno A je normalan operator. Lako je proveriti da
je A ermitski operator ako i samo ako je A\p € R za svako k. Operator
A je antiermitski, ako i samo ako je A, = —\x, ondosno ako i samo ako
su svi brojevi Ay Cisto imaginarni. Na kraju, A je unitaran operator
ako i samo ako je Mgy = 1 za svako k.

Dakle,
A= Z e Py
k=1

je ortogonalna spektralna dekompozicija operatora A.

Tvrdenje 2.6.1. U skladu sa prethodnim oznakama, o(A) = {\1,..., \n}
i Vi = Pe(V) su odgovarajuci sopstveni potprostori od A.

Dokaz. Neka je x € Vj.. Tada je
Az = (Z AjP]) Por = A,
j=1

odakle sledi {A1,..., An} C o(A).
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Obrnuto, neka je A € 0(A) 1 Az = Az, x # 0. Tada je > A\ Pox =

k=1

> APgx, odnosno Y (A — A)Pyx = 0. Tada je
k=1 k=1

0= <Z (A — A ka,z Pk$> :Z|)‘k_)‘|2||kaH2a
k=1

k=1 k=1

odakle sledi |\, — A]?|| Pex||? = 0 za svako k. Iz x # 0 sledi Pz # 0 za
neko k, te je A = \p. Dakle, 0(A) C {\1,..., A} O

Tvrdenje 2.6.2. U skladu sa prethodnim oznakama, ako je A ivertibi-
lan operator, tada je Ny # 0 za svako k, kao i A=! = Z AP

Tvrdenje 2.6.3. Ako je P proizvoljni polinom, tada je P(A) = > P(\g)Px.

k=1
Teorema 2.6.4. Ako je A € L(V) normalan operator, tada postoji
tacno jedna ortogonalna spektralna rezolucija operatora A.

Dokaz. Neka je o(A) = {A1,..., A} i neka su V4,..., V,, odgovarajuci
sopstveni potprostori. Na osnovu ranijih rezultata vazi V=V, & --- &
Vin. Neka je P, ortogonalna projekcija na V. Tada je Pi+---+ P, =1,
P,P; =07za1# j, te je Pp,..., P, dekompozicija jedinice. Tada je

Az = zn;APix = z"; N Px = (i”; )\i],-) x

odakle sledi

Prema tome, postoji ortogonalna spektralna rezolucija normalnog op-
eratora A.

Pretpostavimo da postoje dve spektralne rezolucija normalnog op-
eratora A, odnosno

A=>"ANP=> XP.
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Kako je 0(A) = {\; : i} = {\, : i}, sledi da je broj sabiraka u prethodne
dve sume isti, a bez gubljena opstosti se moze uzeti da je \; = A,. Dakle,

=1 =1

Ako je F proizvoljan polinom , tada je

n

F(A) =) fPi=) P

i=1

Neka je
Fi(z) = (z=A)- (2= A)(z = Aisa) - (2 = Am)
' (A = A1) (N = X)) (i = Aig) - (N = A)
Tada je F;(A;) = d;;, odakle sledi da je F;(A) = P, = P,. O

Teorema 2.6.5. Neka je A € L(V) normalan, i neka je Py, ..., Py
odgovarajuca ortogonalna dekompozicija jedinice. Tada operator B €
L(V') komutira sa A, ako i samo ako B komutira sa svakim Pj.

Dokaz. Ako B komutira sa svakim P, tada B komutira sa A.
Pretpostavimo da B komitira sa A. Tada B komutira sa F'(A) za

svaki polinom F'. Kao u dokazu prethodbne teoreme, postoji polinom

F}, tako da je Fi(A) = Py. Sledi da B komutira sa svakim P. n

Neka je A normalan operator i neka je A = > AP, ortogonalna
k=1
spektralna rezolucija operatora A. Ocigleno, operator A je ermitski ako

i samo ako je A\, € R za svako k, odnosno ako i samo ako je o(A) C R.

Ako je Ay > 0 za svako k, onda je lako proveriti da je (Az,x) > 0
za svako x € V. Sa druge strane, pretpostavimo da je A pozitivan
operator, odnosno da je (Az,z) > 0 za svako x € V. Ako je, recimo,
r € R(P), tada je 0 < (Ax,x) = X (x,x), odakle sledi da je A\ > 0.
Dakle, ako je A normalan operator, onda je A pozitivan ako i samo ako
je 0(A) C [0, 400).

Teorema 2.6.6. Neka je A pozitivan operator. Tada postoji jedinstven
pozitivan operator B za koji je B> = A. Operator B se naziva pozitivan
kvadratni koren operatora A.
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Dokaz. Ako je A pozitivan, onda je A = > APy, pri cemu je Ay > 0.
k=1

m
Tada je B = > /AP i B2 = A. Pretpostavimo da postoji pozitivan
k=1

!
operator C' tako da je C? = C. Ako je C = > u P}, tada je
k=1

m l
A= "NPe=> b
k=1 k=1

Kao i u ranijim razmatranjima, sledi da je [ = m i \;, = pi. Dakle,
B=C. O

Teorema 2.6.7. Neka je A ermitski operator. Tada postoje pozitivni
operatori B 1 C, tako da je A= B — C.

Dokaz. Ako je A poozitivan operator, onda je B=A1C = 0.

Pretpostavimo da je A ermitski operator koji nije pozitivan. Neka je
A = >"7" | APy, ortogonalna spektralna rezolucija operatora A. Tada
je Az € R. Neka je A\q,..., A\ > 01 neka je A\pyq,..., A, < 0. Neka je
Er = N(A — M\I) za svako k. Uvedimo oznake U = By & --- @ Fy i
W =FE., & FE, TadajeV =U @ W. Neka je Kr = Ax za x € U,
i Ke =0zax e W. Ako je Q ortogonalan projektor na U, onda je
I — @ ortogonalan projektor na W. Tada je

P1_|_..._|_Pt_|_Q:[

ortogonalna dekompozicija jedinice i

t
B=Y MP+0-Q
k=1

spektralna dekompozicija pozitivnog operatora B. Sa druge strane,
P+ +P,+(I—-Q)=1

je dekompozicija jedinice, i

C==> MP+0-(I-Q)

k=t+1
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je spektralna dekompozicija pozitivnog operatora C'. Lako je proveriti
daje A=B-C. m

Operatori B i C' iz prethodne teoreme se nazivaju pozitivan i neg-
ativan deo operatora A.

Teorema 2.6.8. Neka je A € L(V). Postoji pozitivan operator P €
L(V') i postoji parcijalna izometrija C € L(V'), tako da je A = CP.
Operatori P i C se mogu tako odabrati da je N(P) = N(C), i u tom
sluc¢agu su oni jedinstveno odredeni.

Dokaz. Kako je A*A > 0, onda postoji jedinstveni pozitivan kvadratni
koren ovog operatora. Neka je P = (A*A)Y2 > 0. Neka je C; : R(P) —
V' definisan kao C'(Pz) = Az za svako x € X. Tada je C; dobro
definisan linearan operator, i C; je izometrija. Neka je Cy = Cly za
svako y € R(P) i neka je Cy = 0 za svako y € R(P)*+ = N(P). Tada
je C parcijalna izometrija i A = C'P je trazena dekompozicija. m
Analogno se moze dokazati dekompozicija A = QD, pri ¢emu je
() pozitivan operator i D je parcijalna izometrija. U ovom slucaju
dekompozicija je jedinstvena ako se zahteva N(Q)+ = R(D).
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Glava 3

Norma operatora

3.1 Norma na vektorskom prosotru

Definicija 3.1.1. Neka je V' konacno dimenzionalana kompleksan (ili

realan) vektorski prostor. Funkcija || - || : V' — R je norma na V, ako
za svako x,y € V i svako A € C vaze svojstva:
(a) [|lz[| = 0;

(b) ||z]] = 0 ako i samo ako z = 0;
(¢) Azl = [Allz]|  (homogenost);
(d) [lz+ 9| < llz||+ llyll (nejednakost trougla).
U tom slucaju je (X, | - ||) normirani prostor, ili X je normirani
prostor, ako se norma || - || podrazumeva.

Definicija 3.1.2. Niz (x,), normiranog prostora V' konvergira ka vek-

toru z € V u smislu norme || - ||, ako lim ||z, — x| = 0. Oznaka je
n—o0

lim z, = z.

n—oo

Na jednom vektorskom prostoru moze se na vise nacina zadati norma.
Jedan primer je norma koja je indukovana skalarnim proizvodom.

Primer 3.1.1. Neka je B = (e, ..., e,) jedna fiksirana baza prostora
V. Ako je z = x1e1 + - - - + 2,6, € V, tada su sledece funkcije norme

na V: .
(a) llz][, = ; |i;

o) el = (£ |x2-|2)1/2;

65
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n 1/p
© llell, = (z \xm) <p<oo

(d) llzlleo = max a:l.

Dokaz. Norma || - ||2 je euklidska norma i ona proizilazi iz skalarnog

proizvoda. Naime, ako se za svako z,y € V definise funkcija (z,y) =
x;y;, tada je (,-,-) skalarni proizvod u V', i ||z||s = +/(z, z,).

=1

iz

Direktno se proverava da funkcije ||+ ||1 1 ||+ || takode jesu norme. U
slucaju funkcije || - ||, sve osobine norme je jednostavno proveriti, osim
nejednakosti trougla. Nejednakost trougla sledi da osnovu nejednakosti
Minkovskog za sume. [l

Tvrdenje 3.1.1. Neka je (V.|| - ||) normirani prostor. Tada za svako

x,y € V vazi nejednakost ‘||x|| - ||y||‘ <z -1y

Posledica 3.1.1. Norma je (ravnomerno) neprekidna funkcija iz V' u

R. Drugim recima, ako je lim x, =x u V, tada je lim ||x,| = ||z] u
n—00 n—0o0

R.

Dokaz. Sledi iz prethodnog tvrdenja. m

Definicija 3.1.3. Neka je V normirani prostor, z € V ir > 0. Skupovi
K@r)={yeV:|z—yll <1, Klzgr]={yeV:lz—y| <r}i
S(x,r)={y € V:||lz—y| = r}, jesu, redom, otvorena kugla, zatvorena
kugla i sfera, sa centrom u x poluprecnika 7.

Tvrdenje 3.1.2. Skupovi K[z,r]={y eV :|z—y| <r}iS(z,r)=
{y e V:|x—y| =r} jesu kompaktni skupovi u C™.

Teorema 3.1.1. Neka su ||- ||y i || - |2 dve norme na prosotoru V', pri
cemu je dim(V) < oo. Tada postoje konstante ky, ko € R, tako da za
svako v € V vazi

Erllzlly < flzfl2 < kallz]]o

Drugim recima, svake dve morme na konacno dimenzionalnom vek-
torskom prostoru su medusobno ekvivalentne.
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Dokaz. Posmatrajmo normu ||(A, ..., A\y)||" = |A1]|+- - -+|An| u prostoru
C". Neka je B = (ey,...,€e,) jedna baza prostora V. Ako je x € V' i
T = 161 + - + Tpuen, tada neka je ||x||s = |z1| + - + |2,|. Funkcija || - |3

je norma na prostoru V. Vazi

2]l = [|erer + -+ zpenlls < Jallle|ls + - -+ |zalllen]lr-
Neka je M = max{|lei||1,...,|len|l1}. Tada je
z[l1 < M||z||s.

Funkcija F': C" — R, definisana kao
F(A, .. ) = [[Aer + -+ Aenlh

je neprekidna na C". Stoga je ova funkcija neprekidna na sferi S =
S(0,1), koja je kompaktan podskup od C". Ova neprekidna funkcija
dostize svoj minimum na skupu S, odnosno postoji (f1,. .., tn) € S,
tako da za svako (A1,...,\,) € S vazi f(p1, ..., pn) < f(A1, ..., ).
Posmatramo vektor xo = pieq + - + xnen, koji ocigledno ne moze biti

jednak 0. Vazi ||zo]ls = 1. Ako je Z INi| =11y = Mep + -+ \pey,

tada je ||zo|l1 < |lyll1. Drugim rec¢ima, ako jey € Vi|ys|| =1, tada je

[zoln < llyll:-
Neka je z € V proizvoljan vektor, koji nije 0. Neka jey = |;”H3. Tada

——1| , odakle
31

sledi ||zo||1||z||s < ||z|li. Ako je m = ||xo]|1, onda sledi nejednakost

je llylls = 1. Stoga je ol < llylh, odnosno flaoli < |

ml|zlls < [lz]y < Mjzls.

Prema tome, norme || - [|; i || - ||3 su ekvivalentne.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da su norme || - [|2 1 || - ||5 ekviva-
lentne, odnosto postoje konstatne m,, M, € R, tako da za svako x € V'
vazi

m/||zlls < Jlzfls < M[x]s.
Tada je
kallzlla < [lfl2 < Kol

za svako x € V, pri cemu je k1 = {5 ikgz%. O
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Posledica 3.1.2. Neka je (z,,), niz vektora u vektorskom prostoru 'V, i
neka su ||-||1 7 || ||2 sve norme na prostoru V. Tada lim |z, —x|; =0
n—o0

ako i samo ako lim ||z, — x|2 = 0.
n—o0
Primer 3.1.2. Naci konstante k; i ko u Teoremi 3.1.1 za svaki par
normi iz skupa || - |1, || < |2, | * |loc-
Primer 3.1.3. Dokazati da je plgr;o |||, = ||*]| za svako x € V.

Tvrdenje 3.1.3. Neka su Vi i Vy wvektorski prostori i neka je || - |
norma na prostoru Va. Ako je T € L(Vi,Va) izomorfizam, tada je

funkcija ||x||" = || Tx||, za svako x € Vi, norma na vektorskom prostoru
Vi.
Definicija 3.1.4. Dva normirana prostora (Vi,| -|’) i (Va,| - ||) su

izometricki izomorfna, ako postoji izomorfizam 7" € L(V}, V), tako da
za svako x € V) vazi ||z|" = ||Tz|].

Posledica 3.1.3. Ako je (V,||-||) proizvoljan n-dimenzionalan vektorski
prostor. Tada postoji norma || - || na prostoru C*, tako da su prostori
(V- 1) i (C™ ]| - ||) medusobno izometricki izomorfni.

Definicija 3.1.5. Skup K u normiranom prostoru V' je kompaktan,
ako za svaki niz tacaka (z,), u K postoji njegov podniz (x,, )i 1 postoji
x € K, tako da je klim Ty, = T.

—00

Tvrdenje 3.1.4. Skupovi K[z,r] i S(x,r) jesu kompaktni skupovi u
normiranom prostoru V.

Dokaz. Pomenuti skupovi jesu kompaktni u C™ u odnosu na euklidsku
normu. Zbog ekvivalentnosti svih normi na prostoru C", sledi da su
ovi skupovi kompaktni u C" u odnosu na bilo koju normu. Na osnovu
teoreme o izometri¢nosti kona¢no dimenzionalnog prostora sa C", sledi
da su K[z,r| i S(x,r) jesu kompaktni skupovi u V. O

3.2 Norma operatora

Definicija 3.2.1. Neka su Vi, V5 normirani prostori i neka je A €
L(V4,V3). Tada je norma operatora A definisana kao
JA = sup |[|Az]].

z€S5(0,1)
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Teorema 3.2.1. Neka su (Vi,| - |[1) @ (Va, || - ||2) normirani prostori.
Za svako A € L(Vy,Vs) je || Al € R.

Dokaz. Neka je B = (eq,...,e,) baza prostora V] i neka je z € V.
Tada je © = M\ey + -+ + A\pe, 1 Az = A\ Aey + -+ - + N\, Ae,. Neka je
|lzl|" = | A1+ -+ ]| Tada je || - || jedna norma na prostoru V3, koja je
ekvivalentna normi || - ||;. Postoji konstanta k, tako da za svako x € V;
vazi ||z||" < kl|z]|;. Tada je

n
[Az]l2 < [Aif[|Aed]lz + -+ [An][[Aenl2 < mgXIIAeillzZ A
j=1
= max | Ae;[|af|z]|” < kmax || Ae; ]

Tada je HAWHQ < M, odakle sledi da je sup,cg( 1), [[Ayl| <oo. O
Tvrdenje 3.2.1. Za A € L(V1,V3) vazi
| Al = sup{||Az||2 : ||=]|1 < 1} = inf{M : ||Azx|s < M||z||; za svako x € Vi}.

Tvrdenje 3.2.2. Preslikavanje A — || Al je norma na vektorskom
prostoru L(Vy,Va). Stavise, ako je B € L(V,,V3), tada je ||BA| <
IBIA]-

Dokaz. Neka je x € Vi. Tada je
[ABz|| < [[All| Bz < [IA[[lIBI[ll]-

Kako je || AB|| najmanji broj sa navedenom osobinom, sledi da je || AB|| <
LA BI[-
Neka je A,C € L(Vy,V,) i A € C. Za svako x € V) vazi

(A +C)z|| = |Az + Cz|| < [|Az]| + |C|| < ([|A] + [CI=]]

odakle sledi ||A+ B|| < || A +||C]l.
Takode je

[AAl = sup [[Az| = |A] sup [[Az]| = |A[[[A]].
€5(0,1) 2€S5(0,1)

T
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Teorema 3.2.2. Preslikavanje A € L(Vy,Va) je (ravnomerno) neprekidno.

Dokaz. Ako je z,y € V1, tada je ||Az — Ayl| < ||All||z —y]|, odakle sledi
ravnomerna neprekidnost preslikavanja A. [
Neka je (x,), niz u normiranom prostoru V, i neka je S, = = +

-+« 4 x,. Ako je niz (S,), konvergentan ka S € V, tada red > x,

n=1

konvergira ka vektoru S, i tada je S = > z,.
n=1

Neka je (z,,), niz vekotra u V. Ako red ) ||z, || konvergira, onda
red Y x, apsolutno konvergira.

Teorema 3.2.3. Ako red Y x, apsolutno konvergira, onda ovaj red
konvergira.

Dokaz. Neka je S, = x1 + -4+ x, 1 0, = ||z1]| + -+ + ||z,]|. Pret-
postavimo da je red >’ ||z,|| konvergentan i neka je e > 0. Postoji
no € N tako da za svako m > n > ng vazi o, — 0, < €. Tada je
|Sm — Sull < om — 00 < €, te je (Sn)n Kosijev niz u V. Kako je V
kona¢no dimenzionalan prostor, tada je on kompletan, odnosno svaki
Kosijev niz konvergira. Dakle, (S,,), je konvergentan niz. O

Teorema 3.2.4. Neka je Ae L(V) i ||A|| < 1. Tada je I — A invert-

ibilan operator, > A™ je konvergentan red i (I — A)~™t = > A",
n=0 n=1

Dokaz. Vazi ||A™]| < ||A||", te je zbog [|A|| < 1 red > ||A"| kon-
n=0

vergentan, odakle sledi da je >  konvergentan i lim A™ = 0. Kako

n=0 n—o0

je
U—uME:Ak:<§:Aﬂ(I—A):]—AMJ%]
k=0 k=0

kada n — oo, sledi da je

([—A)lziiA@
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Teorema 3.2.5. Akoje A € C, A€ L(V) i || > ||A], tada je N\ — A

invertibilan i (A — A)~' = 3 5.
n=0

Dokaz. Kako je || > || A], sledi da je ||| < 1, te je

A LA
(“X):%v

Odavde sledi

0 An o A -1 B .
;:o: T = A (I - X) = (A= A).
O]

Posledica 3.2.1. Ako je A € L(V), onda za svako \ € o(A) vaZi
Al < (Al

Definicija 3.2.2. Ako je A € L(V), onda je spektralni radijus opera-
tora A definisan kao r(A) = max{|\| : A € 0(A)}.

Posledica 3.2.2. Ako je A € L(V), onda je r(A) < ||A]|.

Teorema 3.2.6. Neka je A € L(V). Tada je lim A™ =0 ako i samo
n—oo

ako je r(A) < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je lim A" = 0 i neka je A € 0(A). Postoji

n—oo

x €V, ||z|]| = 1, tako da je Az = Az. Sledi da je A"z = N'z. Iz
lim A" =0 sledi lim A"z = 0, odakle sledi da mora biti |A] < 1. Sledi

n—oo n—oo
dajer(A4) < 1.

Sa druge strane, pretpostavimo da je r(A) < A, odakle sledi da je
A < 1 za svako A € C. Postoji invertibilan operator U tako da je
A =U"'JU, pri é¢emu je J Zordanov operator. Tada je A" = U~ J"U.

A1l --- 0
0O X -+ 0 .

Akoje Jy=|. . .| jedan Zordanov blok, tada je
00 --- \

Ba(A) Paa(A) -+ Paoga(X)
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pri ¢cemu je P; polinom stepena j. Za dovoljno veliko n ne postoji
slobodan ¢lan ni u jednom ulazu matrice [Jg]". Svaki ulaz matrice

[J,]™ jeste polinom sa najvise n—k ¢lanova, redom stepena A", ..., A" 7%,
Kako je |A| < 1, sledi da je lim P,(\) =0. O
n—oo

Tvrdenje 3.2.3. Ako je Ae L(V) in €N, tada je r(A™) = r(A)".

Dokaz. Sledi na osnovu teoreme o preslikavanju spektra polinomom.
O
Napominjemo da preslikavanje A — r(A) nije neprekidna funkcija.

Teorema 3.2.7. Ako je A € L(V), tada je r(A) = lim ||A"|Y/".
n—oo

Dokaz. Neka je n € N. Tada je r(A)" = r(A") < ||A"||, odakle sledi
r(A) < [lA".

Neka je € > 0 i posmatrajmo operator A; = ﬁ. Tada je r(A;) <
1, odakle sledi lim A} = 0. Dakle, lim ||A}?|| = 0. Prema tome,
n—oo n—oo

postoji neko ng € N tako da je ||[A}]| < 1 za svako n > ng. Tada je
|A™| < [r(A) + €]™ za svako n > ny. Prema tome, ako je n > ng, onda
je ANV < r(4) + e

Dakle, za svako ¢ > 0 postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi
r(A) < [JAM]Y™ < r(A) + e Sledi da je nll_)IIOlo | AV = r(A). O

Teorema 3.2.8. Ako je A € L(V) normalan operator, tada je r(A) =
IA]l-

Dokaz. Neka je A € L(V) normalan operator i neka je B = A*A.
Kako je B* = B, sledi da je ||B|> = ||B*B|| = ||B?||. Sledi da je
|B||** = || B%"|| za svako k € N. Sledi da je

. k k
1B Jim [[B2 V6" = r(B).

Sada je
|A|* = [[A*A|| = r(A"A).

Iz ¢injenice da je A normalan operator sledi da je (A*A)" = (A*)"A"
za svako n € N. Stoga je

I(ATA)" || = [[(A)" A" || = || A",
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odakle je
(A= A)™ [V = ([l Am)2.
Sledi da je
IA]* = r(A"A) = (r(A))?,
odakle proizilazi kranji rezultat. O

Teorema 3.2.9. Ako je A € L(V') samokonjugovan operator, tada je
o(A) C [m(A), M(A)], m(A), M(A) € a(A).

Dokaz. Pretpostavimo da je 0 < m(A) < M(A). Tada je M(A) =
r(A) = ||A], te je M(A) € o(A).

Pretpostavimo sada da je |m(A)| > M(A). Posmatramo ermitski
operator B = A — m(A)I. Tada je B > 0, odakle sledi 0 < m(B) <
M(B). Sledi da je M(B) € o(B). Na osnovu teoreme o preslikavanju
spektra polinomom sledi da je M(A) —m(A) € {\—m(A): X € o(A)},
odakle sledi M (A) € o(A).

Dakle, u svakom slucaju je M (A) € o(A) za svaki ermitski operator
A.

Neka je C' = —A. Tada je C' takode ermitski operator, te je M (C) €
o(C). Sledi da je —m(A) € {=X : X € o(A)}, odakle sledi m(A) €
o(A). O

Posledica 3.2.3. Ako je A € L(V), tada je ||A|| = \/r(A*A).
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