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CucremMu JUHEAPHUX jeJHAYUHA
Becna JeBpemoBuh

CucremMu TUHEapHHUX jeHAYMHA C€ I10jaBJbyjy Y MHOTMM oOjacThMa
MaTeMaTHKe O]l HajIaBHUJUX BPEMEHa, I1a CE€ CTOra MOCTOj€ U Pa3HU MOCTYTIITN
U TIPOYYaBajy ce pa3He METOJIE 3a pellaBame CUCTeMa JIMHEAPHUX jeTHAYHHA.
Jeman on mpucTyma, y ciaydajy jelHauMHA ca JBE WIM TPU HETO3HATE je U
NpUMEHa TEOMETPHjCKe WHTepIpeTanuje. Tako, HalmpuMep, TOIITO Ce
JMHEapHa jeJHAYMHA ca JIBE HETO3HATe MOKE IMOCMATpaTH W Kao jeJHAYMHA
npaBe JUHHjEC Yy MPABOYIJIOM KOOPJAWHATHOM CHUCTEMY, OHJA C€ pellaBambe
cucTeMa O JBE JMHEApHE jelHaYMHE ca JIBe HETO3HATE CBOJM Ha HAJAKCHE
IpecevHe TayKe oAroBapajyhux npaBux.

CucremMu JHHEApHUX jeHAYMHA CE€ PEIIaBajy TaKO INTO C€ HHU30M
€KBUBAJICHTHUX TpaHchopmaruja MOJIa3HU CHCTEM MIOCTETICHO
M0j€THOCTaBJbYj€ M JOBOIM IO OOJHMKA Yy KOME C€ BPETHOCTH HEMO3HATHX
HerocpenHo onapelyjy. ExBuBaneHTHe Tpancdopmaimje cy: 3amMeHa MecTa
jeaHaYnMHaMa y CUCTEMY, MHOXEHE jeJHAYNHE KOHCTAHTOM U JIO/IaBabe jeTHe
jeaHauynHe apyroj. CBaka o/l HaBEJCHUX Olepalija IpeBOIU MOJa3HU CHCTEM
y CHUCTEM KOjH MY je €KBHBAJICHTaH y CMHCIY Ja MMa HCTO PEUIeHhe Kao U
MOJIa3HU CHCTEM. BUINECTpYKHM MOHABJ/hakEM THUX OIepallfja ce J0Ja3u JI0
pelema 1MoJIa3HoT CHCTEMa jeTHauYnHA.

EBo jemHor npumMepa. PemuTy cructeM JIMHEApHUX jeHAYNHA
Ox+ y+2z=17

x+5y+z=14 .
2x+y+4z=16
Pememe.
1. xopak — 3amMeHa MecTa MpBE W JAPYyTe jeaHayuHe (Ha maj Hauu npea
jeonauuna uma Koeguyujenm 1 y3 Henoznamy X, wmo Mauio oiaKuasd

dame pavyHaroe)
x+5y+z=14

xX+y+2z=17
2x+y+4z=16
2. KOpak — MHOXCH-€ MPBE jeJHAaYMHE ca -2 U JoaaBame Tpehoj ( Ha maj
Hayun y mpehoj jeOnauunu euuie He guaypuuie Heno3Hama x)



x+5y+z=14
x+y+2z=17
—9y+2z=—12
3. KOpak — MHOXKEHE TIPBE jeJHAUYMHE ca -9 W JojaBame Ipyroj (ra maj
Ha4uH y Opy2oj jeOHauunu suue e Queypuuie Heno3Hama Xx)

x+5y+z=14
—44y—7z=-109
-9y+2z=-12
4. KOopak — MHOXEH€ Jpyre jeJHadynHe ca 2, U MHOXeme Tpehe

jenHauune ca 7 (Ha maj Hayun KoeguyujeHmu y3 Heno3Hamy z y mum
0gema jeOHauuHama cy jeOHaKu no ancoaymHoj 8peOHOCmU, aiu
CYNPOMHO2 3HAKA)

x+5y+z=14
-88y—-14z=-218
—63y+14z=-84

5. Kopak — gojaBame Apyre jeaHaunHe tpehoj (na maj nauun y mpehoj
jeonauunu guzypuuie camo HenoHama y)

x+5y+z=14
—-88y—14z=218
—151y =-302

6. Kopak — pemaBameM Tpehe jeqHaunHe n0o0Mja ce Ja je  BpeaHOCT
HETo3HaTe y jeHaKa 2.
7. KOpak — 3aMEHOM BPETHOCTH HEIMO3HATE ¥ y APYToj jeAHAYMHU 100u]ja
ce Jia je BPeIHOCT HEMo3HaTe z je/HaKa 3.
8. KOpak — 3aMEHOM BPEJHOCTU HEMO3HATHX y M z Y TPBOj jeIHAUYUHU
no0uja ce J1a je BpeTHOCT Hemo3HaTe X jeaHaka 1.
Pememe je ypehena Tpojka OpojeBa (1,2,3). T'eomerpujcka
WHTEpIIPETAIMja peIIeHkha je Ja Ce paBHU YHje Cy jCIHAYMHE YyCTBapH
jenHaumHe CHCTEMa, CeKy y TaukH ca koopauHatama (1,2,3).

[TocTynak mpuMemeH y OBOM pemewmy je T3B. ['aycoBa merona
eJMMUHANMjEe Hermo3HaThx. Merona je jeqHOCTaBHA, W camMo Tpeda OuTh
00a3puB mpu u3pauyyHaBamy. CTOra je KOPHUCHO IO 3aBPIICHOM IOCTYIIKY
no0MjeHe BPEIHOCTH HETNO3HATHUX 3aMEHUTH Y CBaKOj jeJHAYMHU IOJIA3HOT
CHCTEMa M YyBEPUTU C€ Ja I0CTajy HUACHTUTETH, jep CE€ TaKO CHTYPHO
IPOBEPABa TAYHOCT PEIICHHA.

VY Be3u ca ['aycoBoM MeTozoM Tpeba HaloOMEHYTH Ja je yoOudajeHo
IOCTyIaK ONeXUTH IIEMATCKH, TaKo Ja ce Oenexe caMo KOCQHIUjeHTH Y3
HEMo3HaTe M CIOO0OJHM HWIAHOBM jelHauyMHa y oaroBapajyhem pemocneny.
3atuM ce HaJx BpcTamMa Tako (GOpPMHUpaHE IIEeME MH3BOJE EJIEMEHTapHe



Tparcopmarmje. EBo kako u3riena mema Koja oAroBapa APyroM KOpaky y

JaToM periewy (muHHje u3Mely moJba cy
3ajpyKaHe Pau MPErjaeIHOCTH): 1 5 :1: 14

x+5y+z=14 P9 i1 i 2:i 17

Oxty+2z=17 0 9 22!

-9y+2z=-12

CucteMu MHEapHUX jeIHaYMHA Yy CTAPOKMHECKO] MaTeMaTHULIU

VY HajcTapujuM cadyBaHHMM 30MpKaMa 3amaTaka u3 crape Kune, a one
NOTUYY W3 TIepuoja Mpe HOBE epe, MMa MHOTO IpHMepa 3ajaraka uuje
pelIaBame ce CBOJIM Ha pelllaBambe CHCTeMa JIMHEapHUX jeTHauMHA.

Cucreme NMMHEpaHUX jeJHAYMHA Cy pEIlaBad MIEMAaTCKH, a MOCTYIaK
je pasBujeH moiasehu oj kuHecke Tabne 3a pauyHame. Kunecka Tabna 3a
padyHame je crienuuuHu KWHECKH u3yM. PadyHame je 00aB/haHO TakKoO IITO
ce oapehenu Opoj mrtanmuha MOCTaBbao HA CBAaKO MOJbE U MO YTBphEHUM
npaBWiInMa ce J00ujao 30up, pa3nuka, IPOHM3BOJ, KOJUYHUK. AIM Ty je U
OCHOBa 3a HEKE MeTOoJe KOMOWHATOPHKE Kao W 3a peIIaBambe CUCTeMa
jeTHaYnHa.

Ha cnunm, 4uju je HacnoB ,,YUuTesb W yYCHHK IOCTaBJbajy TEIIKa
NUTamka jedaH Jpyrom”, BHIUMO KaKO je Hu3Iiefana KhHecka Tabna 3a
pauyyHame.

|

[

Ca. 1. Kunecka mabna 3a pauynaroe



Crneneha crnuka mokasyje HAuMH 3alMCHUBamba CUCTEMa jeHauYWHa Ha
tabnu. Ha 71eBoj cTpaHu je €BpOICKM HA4YMH, a Ha JIECHO] CTapOKHHECKHU.
3amucaHu Ccy caMO KOe(QUIMjeHTH, NpU YeMy C€ HEraTUBHU OpojeBU
MpeAcTaBsbajy mranuhuma npyre 6oje.

7x — 8y +21 =0 Il m
3 +2y—29=0 11l

I
m

Cn. 2. Cucmem nuneapuux jeOnavuna

VY 30upkaMa ce TayHO 3HAJO KaKO c€ KOjH OJ Koe]HIMjeHaTa y3 Helo3HaTe
Ha3uBa U yNyTcTBa cy OMia Tako M (opMmyiucaHa. 3aJaTKe Cy pellaBalud U
padyHameM JIeTepMHUHAHTE CHCTEeMa W JETEPMHHAHTH KOje€ OAToBapajy
HEMo3HaTHM. 3Ha4yM Jla Cy MO3HAaBaJM OHO LITO JaHac Ha3uBamo KpamepoBo
npaBwio. J[pyru HauumH KOjU Cy NMPHMEHHUBAIM jeé OHO HITO Ce€ Y ,,Hamoj”
MaTeMaTHIM Ha3zuBa ['aycoBa merona enumuHanuje. Kapakrepuctuuso je na
Cy y THUM IOYETHUM 30MpKaMa CHCTEMHU jelHAaUMHA YBEK OWJIM ca jeJHaKUM
OpojeM jenHaurMHa U HEMO3HATHX. Y MOYeTKy cpeheMo yriaBHOM CHUCTEME ca
2 wimm 3 jemHauMHe, a KacHHMje M CHCTEME ca BHWIIE jeJHA4YWHA, M ca
pa3IuuuTUM OpojeM jeqHaYMHA U HeTIO3HATHUX.

EBO HEKONMKO CTapOKMHECKMX 3a/JaTaka y BE3M Ca pElIaBamkeM
cucTeMa JIMHEapHHX jeTHauYnHa!

1. Tpu cHoma xuTa ca mapueie rae je 0mo mobap mpuHOC (10Oap
CHOI), JIBa CHONA ca Mapleie Tie je CpPeImH NMPUHOC (Cpelmu
CHOIT) W jeJlaH CHOII ca MmapIiesie rje je OWo JIOI MPUHOC (JIOII
cHon), Aajy 39 noya 3pHa. On nBa 10o0pa, TpU Cpeliba U jeTHOT
Jomer cHoma jgooujena cy 34 noya. M3 jemHor moOpor cHora, 1Ba
cpeama u Tpu joma 26 nqoya. Komuko ce qoduje u3 cBakor g00por,
CpeAmEr U JIoIIer CHoma?

Kunecku moctynak enmmuHanuje, 3a pasnuky oj [‘aycoBor, koju je
»[IpOHal)eH” MHOro BEKOBa KacHHUje, MOJpa3yMeBa BEPTUKAIHHU 3aIlUC
KoeulMjeHaTa cucreMa. Y HaBEJCHOM IPHMEpPY, KOJU TMPEBEACH Y CHCTEM
jemHaynHa 1ocTaje

3x+2y+ z=39
2x +3y+ z=34,
x+2y+3z=26
mema ca KoeuiujeHTMa je 00IrKa



3 2 139
2 3 1 34
1 2 3 26

Y KWHECKOM pelewmy oaMmax cy mnopehane jemHaunHe Tako ga ce
cMamu O0poj moTpebHux omepanuja (moBoheme ,,1” y ropmu JeBH yrao), a
koeumujenTn cy mopehaHu BepTHUKaHO, TomTo cy KuHE3n y TOo Bpeme
NHUCaJN YCIPaBHO.

I 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39.

Pememe cucrema je ypehena tpojka OpojeBa (37/4, 17/4, 11/4). U3
TEKCTa OBOT, @ W OCTAUX 33JaTaka M3 KMHECKUX 30MpKH, youaBa ce Jia Cy
»PCATHH’, Y3€TH U3 CTBAPHOCTH, U J]a HUCY OMpaHHU KOCPUIIUJCHTH TaKO Ja Ce
n00Hjy, Yy HEKOM CMHCIIY ,,Jiena’ pelieha, HIp. IeIu OpojeBH.

2. Ilpomara cy nBa OMBONA W MET OBHOBA a KYIUJBCHO j€ TPUHAECT
CBHIbA M OCTAJIO je Xxusbany HoBurnha. Kama je mpogato Tpu OGuBosa
U TPU CBUHE OWJIO je TOBOJHHO HOBIIA Jla C€ KYIU JEBET OBHOBA.
Kana ce mpoza mecT oBHOBa M 0caM CBHEba Ja OM ce KyNWIO HeT
OuBona, Hemoctaje miectcro HoBumha. Kommko komirajy OuBO,
OBaH U CBUBA?

Pememe cucrema je ypehena tpojka 6pojesa (1200, 500, 300).

Kox cucrema nuHeapHux jennHaunmHa cpehy ce u 3aganu y Kojuma
MOCTOJH BUIIIE HEMTO3HATUX HETO jeHAYMHA, ) Y3 HEKH JIOJaTHHU yCIIOB KOJU
omoryhasa j1a ce perieme opein jeIHo3HauyHO. EBO M TakBUX IpUMepa:

3. U3 tpu Oypera y kojuma cy Ouie jeHaKe KOJTUYMHE MUPUHYA, TPU
JoTIoBa €y Kpasia nupuHad. McnocraBuio ce n1a je y npBoM Oypety
octao 1 r’ mupuHya, y Apyrom 1 cjunr 6 r’-a, u 'y tpehem 1 1.
[IpBu s10TIOB je mMpu3HAO Na je y3uMao MupHHA4Y nmomohy sonare,
IpYTH Ja je KOPUCTHUO CBOjy ApPBEHYy LuIeny, a Tpehu uyuHHjy.
[IpBu je momoB y3mMao caMo W3 MPBOT Oypera, APYTH CaMo U3
npyror, a Tpehu u3 Tpeher. Y nonary moxe na crtane 1 cjunr 9 r’,
y IpBeHy muneny 1 cjusr 5 1’ a'y unnmjy 1 cjunr 2 r’-a. Konmko je
KOjH JIOTIOB y3€0 MUpHUHYA, aKo je mo3HaTo na je 10 r’ jemaH cjuHr,
10 cjunr 1 tao a 10 Tao jenan m’?

Pememe xoje he 6utu pasmMoTpeHo, moapasyMeBa Aa ce MPBO 3aJaTaKk
»[IpeBesie’, TaKO IITO YCTAaHOBUMO KOj€ Cy BEJIMUMHE HEMO3HATe U KOja je Be3a
mehy wmuma. Hemo3nara je konmumHa nupuH4Ya y OypaanMma, W HEKa je oHa



o3HaueHa ca X. Hemo3Haro je KOMMKO IyTa je KOjU OF JIOMOBAa 3aXBaTao
nUpUHAY U3 ,,CBOT* OypeTa, ajli MO pe3yJiTaTuMa C€ BUAM J1a j€ OHAj KOjH je
KOPUCTHO YMHH]Y, a Y by CTaHE Mame IMUPUHYA HEro y JIONATy WU JIPBEHY
numneny, 6mo Hajopxku! Heka cy Benmmuune A, b, C OpojeBu 3axBara MpBOT,
apyror u Tpeher jonosa peaoMm. C 003upoM Ha JaTy Be3y MEpPHHX jeIUHHMIIA,
MOXKE C€ 3amucaTH j1a y jomnary crane 1.9, y apseHy numeny 1.5, a y yuHU]y
1.2 cjunra nupunya. Crora he u BenuunHa X OUTH U3pa)keHa Y UCTOj MEPH.
[Ipema ycrnoBruMa 3aiarka (Tj. IJbavke), T00HMja CE CHCTEM jeTHAUMHA:

1.94+0.1=X
1.5B+1.6=X.
1.2C+0.1=X

[TocmaTpanu cucteM MMa TpH jelHAYMHE, a YETUPU HEMO3HATe, y3 JAOAATHU
yCJIOB, KOjU TpOM3WIAa3W W3 TpHpoje 3amatka, na cy A, b, C npupoaHu
OpojeBu. AKo ce o7 IpBe jeJHaYNHE 0Iy3Me apyra, 1o0uja ce

1.94-158-1.5=0,
a aKko ce oJI IIpBe jeqHaYrHE oTy3Me Tpeha moouja ce

1.94-1.2C=0.
Axo ce jerHaunHa TOMHOXH ca 10 mobuja ce

194-12C=0
W3 oBe jemnaumne, momto ¢y 12 u 19 y3ajamHo mpoctu OpojeBu, a A u C
npupoAHu OpojeBu cienu aa Mopa outu A=12k, a C=19 k, rae je k Hexu
npupoaau 6poj. Kanx ce npsa jennaunna momMHOxu ca 10 U yBpCTH BpPEIHOCT
3a A nobuja ce

1912k -15B-15=0.
Tpeba ompenutu npupogHu Opoj k 3a koju je O6poj 1912k —15 nespuB ca 15.
Hajmamu TakaB 0poj je 5. [akie, npBu j0110B je 3axBatao 60 myta, apyru 75
nyta, a tpehu 95 myra. ¥ cBakom ox Oypaau Ouno je mo 1140.1 cjunra
nupuHYa, a To je 114.01 Tao nmupunva, ogHocHo 11.401 mr’-a.

4. Iler moponuiia kopuctu UCTH OyHap. CBaka MOpoOJUIIa UMa YKal
onpehene myxwune. Jla 6u ce mocmeno 10 MOBPIIMHE BOJE, HA J1Ba
yxeTa nopoawutie [lanr Tpeba Be3aTu jeaHo yxxe nmopoauiie [lao, Ha
Tpu ykeTa nopoauie [lao jeano yxe moponunie Banr, Ha ueTnpu
yxkeTa nopoauiie Banr jenHo yxke mopoawmie ['ao, Ha mer yxamu
nopoautie ['ao jemHo yke mopomune Jlmy, a Ha mecT yxkaau
nopoauiie Jlny jenHo yxe moponune [lanr. Kommka je myOuna
OyHapa, a KOJMKa je MAyXHHa IOjeJMHAYHUX YXKaau CBaKe
nopoauie?



OBzne umamo 5 jenHauMHa, a 6 HEMO3HATHX, y3 YCIOB Ja ce JAyOuHa
OyHapa wu3pakaBa Opojem koju o0e30ehyje na cy BpEeaHOCTH OCTaIUX
HEMOo3HaTHX LenoOpojHe u HajMamwe Moryhe! JloOuja ce na je ny6una OyHapa
721 (y onpehernM MepHHUM jerHMIIAMA), a Hajkpahe ox yxamau 76.

5. Tlerao xomra 5 HOBumha, KOKOIIKa 3, a TP MUJIETA jeJJaH HOBYHMN.
3a 100 noBumha kymspeHo je 100 xomana mepaau (KUBHHE).
Komnuko je KynJbeHo neTiioBa, KoKomaka 1 mumha?

OBo je jenan o1 3HAMEHUTHX NpoOieMa, HOTHYE U3 5 BeKa HOBE epe, a
KapaKTepUCTHYaH j€ M 110 TOME IITO UMa TPH HeTpuBHjasiHA (OpOj KyNJbEHUX
MEeTJIOBA, KOKOIaka u nuinuha je pegom: 12, 4, 84; 8, 11, 81 wnm 4, 18, 78) u
jeIHO TpUBHWjaTHO pemieme (0poj KymbeHux memioBa je 0, Kokomaka 25 u
nunmha 75). IlocTymak perraBama Moapa3yMeBa aHalU3y BEJIHMKOT Opoja
MOTYhHOCTH ¥ TIOCTETIEHO CY)KaBame Ha CKYIl pellerma. 3aJaTak ce M JaHac
pemiaBa y ImIkoiama, Aa OM ydeHHIM OWIM YNO3HAaTH ca TPagulHUjoM U
JTOCTUTHYhUMa CBOjUX Mpe/aka.

3aganm
1. Pemmmrtu 3agatak aaT Ha CIULU 2.
2. Pemwntn 3agatax 1.
3. Hanwmcartu cucteMm jeHaYMHA y 3aJaTKy 2, U PEIIUTH ra.
4. Hammcaru cucteM jelHaUYMHA y 3a7aTKy 4, U PEIIUTH Ta.
5. Hamwmcartu cucteMm jeHaYMHA y 3aJaTKy 5, U PEIIUTH ra.
6. Iler 6uBosa u ABa oBHA KomTajy 10 Mepuiia 3mara, a 2 OuBoja u 5

OBHOBa KomTajy 8 Mepuia 3mara. Koiuko koiira OMBO, a KOJIMKO OBaH?

7. Jeser momyra 371ara je Temko kao 11 momyra cpedpa. Ako ce jeaHa
HOJIyTa 3J1aTa MPEMECTH Ha Tac ca CPEOPHUM IoJIyrama, a jeHa
nojyra cpedpa Ha Tac ca 3JaTHUM T0JIyraMa, OH/Ia Ha CTpaHy ca
3JIATHUM TIOJTyrama Tpeda nogatu 13 mepuia 3iara. Komwko texu
jemHa cpebpHa, a KOJIHMKO jeTHa 3J1aTHA moryra’?

8. JlBa cHoma 1oOpor MPHHOCA U jellaH CHOII CPE/IEher MPUHOCA, 3 CHOIA
CpeIm-er MPUHOCA U je/IaH CHOII ¢1adoT MPUHOCA, a Takohe u 4 cHoma
cabor mpHUHOCA | jeJlaH CHOI 100OpOT MPUHOCA TEeKE UCTO — M0 je/laH
noy. Konuko Texxu cBaku 1ojeiMHaYHu CHOM'?
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