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Pojacavanje konceptualnog razumevanja tangente uz pomo¢
Web tehnologija

Ljubica Dikovié¢

1. STANDARDAN NASTAVNI PRISTUP

Uvodjenju pojma izvoda u redovnoj nastavi, prethodi uvodjenje pojma
prirastaja funkcije, prirastaja argumenta i nagiba funkcije y= f(X), kao
koli¢nika priraStaja funkcije 1 priraStaja argumenta. Takodje, koncept tangente
1 se€ice mora biti potpuno usvojen, kako bi se pojam trenutne brzine promene
prirastaja pravilno povezao sa nagibom tangente krive u nekoj tacki.
Pitanja koja treba posebno objasniti su:

- Staje sedica?

- Sta je prirastaj argumenta funkcije?

- Sta je prirastaj funkcije?

- Sta je nagib funkcije u nekoj tacki?

- Sta je tangenta?

- Zasto je nagib tangente vazan?

- Koja je razlika izmedju trenutne i srednje brzine promene prirastaja?
Na klasicnom c¢asu nastavnik obavezno uz pomo¢ krede i table crta i
objasnjava sliku grani¢nog procesa, sa posebnim akcentom na njegovu
dinamicku sustinu. U metodickom smislu, vazno je uciniti koncept izvoda
dovoljno intuitivnim.
Posto se u kasnijem radu izraCunavanja izvoda svode na upotrebu tablice
osnovnih izvoda 1 pravila diferenciranja, naroCito je vazno da do tada
nastavnik iskoristi sva raspoloziva sredstva da Sto bolje objasni suStinu pojma
izvoda kao jednog grani¢nog procesa.
Dakle, poseban akcenat ove nastavne jedinice treba da bude na povezivanju
trenutne brzine promene neprekidnih funkcija u tacki, sa izvodom te funkcije
u tacki. U grafickom smislu, nagib linije tangente u tacki predstavlja trenutnu
brzine promene, pa samim tim predstavlja izvod. Prethodno, pomocu secice se
uvodi pojam srednje vrednosti brzine promene, §to medjusobno povezuje ova



10

dva vazna graficka koncepta (grani¢ni polozaj se€ice - tangenta), sa pojmom
izvoda funkcije.

Izvodi i primene izvoda se izu€avaju u okviru diferencijalnog racuna kao
jednoj od najvaznijih oblasti matematicke analize. U opStem slu¢aju mozemo
re¢i da je izvod mera promene, i da njegova primena omogucava odredivanje
podrucja monotonosti, konkavnosti, nalazenje tacaka lokalnog ekstremuma i
sl. Sto je sastavni deo reSavanja mnogih inZenjerskih, finansijskih i ostalih
realno-zivotnih problema. Potpuno poznavanje 1 razumevanje sustine
diferencijalnog racuna, iz tog razloga, neophodno je svakom studentu.

Jedna od glavnih prepreka u razumevanju nastave diferencijalnog racuna je
veliki opseg slozenih, apstraktnih matemati¢kih pojmova i dinamickih
koncepata, koji se uglavnom nisu izu¢avali u prethodnom skolovanju.

Da bi ublazili teskoce i prepreke, nastavnici ¢esto upadaju u zamku svodeci
nastavu diferencijalnog racuna na seriju manipulativnih pravila, $to je i dalje
neprihvatljivo za ucenike, jer ne doprinosi sustinskom razumevanju materije.
Desava se da neki ucenici solidno ovladaju skupom rutinskih, manipulativnih
pravila, da uspesno reSavaju ¢ak i slozene izvode, a da pri tom uopste ne
razumeju sustinu procesa diferenciranja, njegovu dinamic¢nost i primenu.
Medutim, savremeni nastavni trendovi dopusStaju smanjenje vremena
utroSenog na manipulativni pristup diferencijalnom racunu, uz akcenat na
konceptualno razumevanje materije.

2. RESAVANJE PROBLEMA TANGENTE U DIFERENCIJALNOM
RACUNU

Cilj: Tangenta u tacki se predstavlja kao grani¢na linija odgovarajucih secica
u okolini te tacke. Tangenta se istraZzuje graficki. Studenti bi odgovaraju¢im
setom vezbanja trebali da se osposobe da

0 Vizuelizuju tangentu kao grani¢nu liniju linija secica;

0 Da aproksimiraju nagib tangente graficki i numericki;

0 Da se osposobe da reSavaju odredjeni set problemskih zadataka.

Na pocetku je korisno po¢i od definicije tangente, s tim da se ovoga puta
definicija generise korak po korak, preko apleta upotrebljenog sa adrese [1].
Neka je poznata funkcija y = f(X)(slika 1.). Uo¢imo ma koje dve tacke a i
b, koje pripadaju njenom domenu (slika 2.). Posmatrajmo pravu (se¢ica) kroz
tacke (a,f(a)) 1 (b, f(b)) (slika 3.). Uo¢imo nagib date prave,
f(b)-f(a)

o (slika 4.). Pustimo da se tacka b sve vise i viSe priblizava tacki a
—a

(generiSu se secice) (slika 5.). Ukoliko postoji mzlimM, tada

b—>a b —a
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dobijamo tangentu funkcije y = f(x) u tacki x=a, pri ¢emu m, predstavlja
nagib te tangente.

Slika 1. Slika 2. Slika 3.

i a
b

Slika 4. Slika 5.

Tangenta funkcije y= f(x) u tacki x=a jeste prava koja dodiruje grafik
date funkcije u toj tacki i "paralelna" je (na neki nacin) grafiku funkcije u toj
tacki. "Paralelnost" se objasnjava time da u toj tacki dodira, tangenta i kriva
postizu isti smer kretanja (Sto ne vazi za drugu tacku secice).

Zatim se moze reSavati slede¢i problem: Za razlicite funkcije y= f(X), i za
razliCite vrednosti tatke x=a, numericki odredi grani¢nu vrednost
i f00-f(@)

X—>a X—a
y=f(X),utacki x=a.

Putem softvera sa adrese [2], generisace se tabela kao na slici br. 6, koja
predstavlja numericki pristup nalaZzenja nagiba tangente na funkciju y = x>, u

tacki X =2. Izabrani softver omogucava da se pomocu Javascript notacije
fleksibilno zada funkcija, kao i vrednost tacke u kojoj se postavlja tangenta.

, koja predstavlja nagib tangente na grafiku funkcije
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f(x) = pow(x.2)

X [fx)-12)] /[x-2] X [f(x) - 1)1 / [x - 2]
3 5 1 3
22 42 1.8 3.3
2.04 4.039999999999995 1.96 3.9600000000000044
2.008 4.008000000000008 [ 1.992 3.991999999999992
2.0016 4.001600000000268 J§1.9984 3.9984000000000095
2.00032 4.000319999998721 ] 1.99968 3.999679999999891

2.000064 4.000063999999744 §1.999936 3.9999360000002557
2.0000128 4.000012799969418 § 1.9999872 3.999987199995838

2.00000256 [4.000002560104906 §1.99999744  13.9999974400685665
2.000000512 [4.000000511743425 §1.999999488 |3.9999994882565746
2.0000001024 (4.000000104083409 §1.99999989763.9999998959165914

Slika 6.
Posle toga, moze se uraditi nesto slozeniji primer tipa:

Zadatak 2. Pronadji tangentu na grafiku funkcije f (x)=15-2x> u tacki
X=1.
ReSenje:

Tacka dodira tangente i krive ima koordinate P = (1, f (1)) = (1,13).
Ako uo¢imo neku drugu tacku Q = (2, f (X)) = (2,15 —2x?), izradunac¢emo

nagib linije se€ice PQ i pokazati da je on sli¢an nagibu linije tangente u tacki
P.

Cfxo-f@1) 15-2x*-13  2-2%°
x—1 x—1 x—1

PQ

Posmatrajmo tabelarne vrednosti nagiba secice Mg, dobijene u slucaju kada

vrednosti promenljive x postaju sve blize i blize broju 1 (proizvoljno mala
leva i desna okolina oko tacke x=1):

X | myg X Mg

2 -6 0 -2

1.5 -5 0.5 -3

1.1 -4.2 0.9 -3.8
1.01 -4.02 0.99 -3.98
1.001 -4.002 | 0.999 |-3.998
1.0001 | -4.0002 | 0.9999 | -3.9998

1z tabele se moze zakljuciti da nagib linija secica teZi broju -4.

Jednacina tangente u opStem obliku koja prolazi kroz tacku (a, f (a)) glasi
y=f(@+m(x-a).

TraZzena jednacCina tangente glasi
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y=13-4(x-1)=-4x+17.

Ono Sto treba naglasiti jeste da u ovom procesu nikada ne smemo donositi
zakljuCke o tome Sta se dogadja u levoj okolini neke tacke na bazi dobijenih
rezultata iz njene desne okoline(i obrnuto), ve¢ da se moraju ispitati leva i
desna okolina oko date tacke.

Dalje treba naglasiti da numericko nalazenje nagiba ugla tangente
podrazumeva ukljuivanje Sto veceg broja tacaka, radi dostizanja Sto vece
numericke tacnosti.

Zatim treba primetiti da smo vrednost nagiba ugla dobili zapravo finom
priblizavanju tacki X =1, ali da tu vrednost nismo mogli dobiti iz formule u
samoj tacki X =1. Uprkos tom ograni¢enju mi smo uspeli da dobijemo neke
informacije o tome Sta se dogadja u tacki x =1, na bazi toga sta se dogadja u
okolini tacke x =1.

Zadatak 3. Ukoliko posmatramo funkciju y =15 (slika br. 7) i tangentu u
tacki X =0, 1 ukoliko putem animirane vizuelizacije jako zumiramo okolinu
tacke X =0 (slika br. 8), dobi¢emo da je nagib linije tangente priblizno jednak
(1.0405 - 0.96282)/(0.024571 + 0.02303) = 1.63 (slika br. 8).

+1 4463 10405

// 002303 +H).02457
-0.28866 +H1.27468
H1 06282

Slika 8.
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U cilju vizuelizacije pojma srednje brzine i trenutne brzine prirastaja, predlaze
se interaktivan Java aplet sa adrese [3], koji demonstrira izraCunavanje srednje
brzine na proizvoljnom intervalu (a,a -+ h) (slika br. 9).

Smanjujuéi opseg intervala (a,a+ h), jednostavnim pomeranjem klizaca za
vrednost h ka sve manjim vrednostima, ucenici ¢e biti u situaciji da
simuliraju grani¢ni proces u datoj tacki (h—> 0). Dakle, oni na vizuelan nacin

prepoznaju razliku izmedju srednje brzine 1 trenutne brzine, razvijaju kriticko
misljenje 1 sami dolaze do odgovora na pitanja tipa "Sta-ako".

1 | =—Choose avalucof a |RESET| 1 | = Chooscavalucof a |RESET|

h=| 10000000 s =491"2 h=| 0520344
Aversge vloddy in [a, a+h] is: Avetage vdodity in [a, a+h] is:
starhy - s(s) Heh)-se)

14,700008 = 0054963

Carh, sat
h

T [ 1

Show graph of v(t) =9.8 ¢

Slika br.9

Show graph of v(t) =9.8

Ucenici kojima nedostaju potrebna teorijska znanja o srednjoj i trenutnoj
brzini prirastaja, mogu ta znanja najpre osveziti na adresi [4].

Poznato je da bilo koja forma slike grani¢nog procesa koji predstavlja izvod
funkcije, moze znacajno pojasniti sam proces. Ali, §to je slika dinamicnija,
ona ¢e vernije odraziti dinamicku suStinu tog procesa. U ovom slucaju, koristi
se animacija, kako bi se §to realnije opisao proces nalazenja izvoda funkcije.
Posebna pogodnost izabranog softvera je Sto se pored grafickog prikaza,
istovremeno prikazuje tabela numerickih vrednosti koli¢nika priraStaja
funkcije 1 prirastaja argumenta, u zavisnosti od vrednosti prirastaja argumenta.
Na taj nacin, student paralelno dobija animiranu, graficku i numericku
reprezentaciju izvoda (slika br. 10) .
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- " =10 ) . a=10 (a+h) - 13)
Cy=202 h h h h
Cy=12¢2
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Slika br. 10

f(x)=x°

Polaze¢i od jednostavnijih funkcija (na primer, ), do slozenijih

funkcija (na primer, f(X) :\/F ), ucenici mogu posmatrati izra¢unavanja
nagiba tangenti za razne vrednosti. Crtanjem tih nagiba prema nezavisnoj
varijabli, dobijace se gradijentne funkcije (slika br. 10).

Uzimaju¢i izvod kao zavisnu varijablu, za svaku vrednost nezavisne varijable
neprekidne funkcije, dobiée se nova, gradijentna funkcija, koja opisuje kako
se originalna funkcija menja u svakoj datoj vrednosti nezavisne promenljive.

Na adresi [5] moze se veoma efikasno Kkoristiti interaktivni aplet za
uvezbavanje pojma secice i tangente ma koje zadate funkcije (slika br. 11).

Tangent Line

h=5.0
0= (hD,011) (x=2)3)"2 =1 - || txs2w3)72 41
m=122 -
Select a function or Enter a function
Valueofp= |1 Value ofh= &
Slika br. 11

Bitna prednost ovog apleta je §to ucenik moze birati ve¢ kreirane funkcije iz
padajuce liste, ali moze i sam zadati ma koju funkciju, a potom posmatrati
proces konvergencije linije secice ka liniji tangente.
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Ucenik ¢e na grafiku funkcije pomeranjem tacke Q ka tacki P, vizuelno i
interaktivno uociti da §to je rastojanje izmedu ovih tacaka manje (h — 0), to
¢e tangenta bolje aproksimirati seicu. Pozicija tacke P i koraka hmoze se
proizvoljno izabrati.

Koris¢enjem ovog apleta, ucenik ¢e ustanoviti da se tangenta u taCki P

definiSe kao grani¢ni polozaj secice, kada Q->P , odnosnoh — 0. Zatim, da
je nagib tangente, grani¢ni polozaj nagiba secice kada h— 0, odnosno da

poveze da je vrednost (P izvod funkcije F(x) u tacki P.

Na adresi [6] moze se pokazati animacija tangente, animacija secice kroz
tacku u kojoj funkcija nije diferencijabilna, kao i animacija secice koja
konvergira ka vertikalnoj tangenti (joS jedna forma nediferencijabilnosti).
Nagib secice koji konvergira ka izvodu moze se takodje prikazati u raznim
varijantama (slika br. 12).

Slika br. 12

Pomocu softvera sa adrese [7] preporucuje se set zadataka sledeceg tipa:
Zadatak 4. Pronadji sve tacke na grafiku funkcije y=x’-3x, gde je

tangenta paralelna x-osi (horizontalne linije tangente).
ReSenje:

Prave koje su paralelne x-osi imaju nagib jednak 0. Nagib tangente na grafiku
funkcije y=x’—-3X, odredjen je prvim izvodom Yy’ =3x"-3. Dalje je

potrebno naéi sve vrednosti x za koje je Y =3X*-3=0< X, =1v X, =—1.
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Tacke u kojima su tangente paralelne x-osi (videti sliku br.13) imaju
koordinate: (—1,2), (1,-2).

(-1,2)

7 n //gx
/ (1,2)

Slika br. 13

Zadatak 5. Pronadji vrednost parametara a i b tako da grafiku
funkcije y = ax’ + bx odgovara tangenta y = -3X+4 utacki x =1.
ReSenje:

U cilju dobijanja vrednosti za parametre a i b, potrebno je odrediti dve
algebarske jednacine. Kako tangentna tacka sa x-koordinatom X =1 lezi na

grafiku date funkcije y=ax’+bx, i istovremeno zadovoljava jednadinu
tangente Yy =—-3X+4, dobijamo

al’+b=-3+4<a+b=1

Nagib tangente iznosi -3, §to je jednako prvom izvodu funkcije y = ax’ +bx u
tacki X =1.

3al’ +b=-3 < 3a+b=-3, odakle dobijamo da je

a=-2, b=3.

Pogledati grafik funkcije y=-2x’+3xi odgovarajuu liniju tangente
y=-3x+4 utacki x=1.

y=-2x"3 + 5x

Slika br. 14
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ZAKLJUCAK

Odabrani prilog elektronskih resursa koji su dostupni na Internetu, na
interaktivan, vizuelan 1 animiran nacin simulira upravo samu sustinu datih,
fundamentalnih procesa diferencijalnog racuna, koji su po svojoj prirodi
dinamic¢ni 1 aktivni. To objasnjava zasto je izbor takvih alata za predstavljanje
tih procesa, adekvatan izbor za ovu nastavnu jedinicu.

Pri tome, elektronski resursi su pogodni jer obezbedjuju viSestruke
reprezentacije matematickih koncepata. U ovom slucaju, viSestrukim
reprezentacijama tangente (graficki, algebarski i numericki nacin) stvaraju se
uslovi za bolje konceptualno razumevanje tog pojma.
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